A) strutture bidimensionali e curve in conglomerato
cementizio

Al) ASPETTI TEORICI

Presidente di sessione: prof. ing. Elio GILANGRECO

Relazione generale: prof. ing. Luigi CEDOLIN

MEMORIE






COMPORTAMENTO NON LINEARE DI PIASTRE IN CONGLOMERATO CEMENTIZIO
CON ARMATURA LENTA.

ANTONUCCI RODOLFO - COCCHI GIANMICHELE -~ GOVERNATORI GIORGIO -
MENDITTO GIOVANNI (1).

Istituto di Scienza e Tecnica delle Costruzioni - Universita di
Ancona.

SOMMARIO

Adottando un legame costitutivo che coglie il comportamento fisico
del calcestruzzo in modo piu completo di quanto noto in letteratu-
ra, viene proposto un elemento finito che riduce notevolmente 1'o-
nere computazionale e permette di seguire 1l'evoluzione del campo
degli sforzi e del quadro deformativo della piastra al crescere mo
notono dei carichi.

SUMMARY

By adopting a costitutive law which describes the phisical beha-
viour of concrete in a more complete way than it is known in the
literature, Authors set up a finite element which riduces conside-
rably the computational onus and makes it possible to follow the
evolution of the stress and strain patterns of the slab with mono-
tonically increasing loads.

1. PREMESSA

La risposta di una piastra in conglomerato cementizio con armatura
lenta all'azione di un carico crescente quasi staticamente nel tem
po & caratterizzata dal succedersi (I),(II),(III),(IV),(V),(VI),
(VII),(VIII):

i.— di una fase elastica in cui si evidenzia un comportamento di
continuo omogeneo in regime elastico pressoché lineare;
ii.- di una fase fessurativa in cui il calcestruzzo & interessato

da microfratture (microcraks) che, all'aumentare del carico, si am
pliano e si congiungono fino a dar luogo a vere e proprie soluzio-
ni di continuita;

iii.- di successive fasi deformative che modificano in vario modo
il regime tensionale interno -.ed indirettamente il carico ultimo
della piastra - e che traggono origine da fenomeni concomitanti
(interlocking action, dowel action, riorientamento delle barre in
" acciaio, fessurazione locale e secondaria) e di non facile valuta-
zione (IX);

iv.- di una fase finale di rottura nella quale la fessurazione del
calcestruzzo e la plasticizzazione delle barre d'armatura €& talmen
te avanzata da non consentire ulteriori incrementi di carico.

(1) Gli Autori dichiarano di aver contribuito in egual misura alla
stesura del presente lavoro.
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L'analisi in fase elastica-lineare & affrontabile, com'é noto, con
1 metodi classici della teoria dei continui; le ulteriori fasi van-
no seguite, per la complessita del fenomeno, determinando il campo
degli sforzi e delle deformazioni all'evolversi degli eventi locali
in funzione della storia dei carichi. Questo obiettivo & perseguibi
le con i procedimenti di discretizzazione del continuo ed in parti-
colare con 1l'impiego di elementi finiti stratificati a comportamen-
to flessionale sulla base di ipotesi semplificative (sul legame co-
stitutivo del materiale e sulla matrice di rigidezza dello strato)
ed impiego di algoritmi al passo.

In questa sede, adottando per il conglomerato cementizio un legame
costitutivo che coglie il comportamento fisico del materiale in mo-
do pitu completo di quanto sia gid noto in letteratura (X), viene
proposto un elemento finito'che, con notevole riduzione dell'onere
computazionale, si presenta particolarmente flessibile nel seguire
l'evoluzione del quadro deformativo della piastra al crescere mono-
tono dei carichi.

L'elemento proposto & poi utilizzato per lo studio di due piastre
in c.a. di cui una gi& analizzata in laboratorio (XIV); i risultati
ottenuti evidenziano un ottimo accordo teorico-sperimentale.

2. ANALISI DEL PROBLEMA

L'analisi agli elementi finiti di una piastra in regime non lineare,
comporta, com'é noto, la soluzione del sistema di equazioni algebri

che di equilibrio:

[ N 5 O 4

F=K(s)s 1

con F e s rispettivamente vettore dei carichi e degli spostamenti
nodali e K (g) matrice di rigidezza della struttura.
Adottandozl'ipotesi di piccoli spostamenti e piccole deformazioni

— con che rimane invariato il sistema di riferimento e validi i le-
gami del primo ordine deformazione-spostamenti - la non linearita
della 1 € attribuibile al comportamento non lineare del materia-
le. ’

L'ulteriore ipotesi di indipendenza dal tempo del fenomeno e di ca-
richi monotonicamente crescenti, consente di risolvere la 1 calco-
lando le variazioni degli spostamenti ( §§) per piccole variazioni
dei carichi ( §F) e risolvendo il sistema di tipo lineare

§F = X (s) s 2
con il procedimento misto-incrementale schematicamente riassunto in
fig. 1,
Si opera, cioé, per incrementi di carico successivi affinando nel
contempo la soluzione con una serie di cicli iterativi ad ogni in-

cremento secondo quanto risulta dalla relazione ricorrente:
. Ny

S S T ) B
°% " [E (§i~1)] g +¥k {5 (-8—1—1)J - SEgy 3
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dove gli indici i e k caratterizzano rispettivamente il passo in-
crementale ed il ciclo iterativo. La matrice di rigidezza K & ri-
tenuta costante nell'ambito del kMO ciclo iterativo e viene riag-
giornata ad ogni incremento di carico in funzione degli spostamen-
ti corrispondenti all'incremento precedente, essendo:

SEge = B~ Eey 4
con:

ggsk aliquote dei carichi nodali non equilibrati dalle reali ten-
sioni interne al passo k (forze squilibrate);

Ei carichi nodali corrispondenti all'incremento imo;

Eek aliquote dei carichi nodali in equilibrio con le reali ten-
.sioni interne alpasso k.

Al termine dell'l1MO passo incrementale risulta poi:

3. ELEMENTO FINITO E MODELLO DI SPOSTAMENTO

Si adotta l'elemento finito a shell ribassato con doppia curvatura
e a pianta rettangolare (X) avente quattro nodi (ciascuno con cin-
que gradi di liberta), costituiti da ciascun vertice della superfi
cie di riferimento (fig.2). Per tale elemento il modello delle tre
componenti di spostamento (u,v,w) nei punti della superficie di ri
ferimento rispetto al sistema di fig.2 sono dati da:
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uo(x,y) =<i1+cx2x +<x3y + a%xy +(¥9(Cxx + nyy) +

1
2

2 2 2
+ C(lo(Cxx - ny ) 4—0(11(Cxxy + nyy )

vo(x,y) = 015 + 0C6x + O[7y + 0(8xy +d9(nyx + ny) +

2 1 04 2 2
- - C 6
+<X10(nyx + nyy) + 5 11(ny X )

2 2
= o(
wo(x,y) O<9+ D(lOX +0é11y +()612xy +0413x + 14y +

3 2 2 ol 3 3
+O(15x +0(16xy+0417xy+ 18 +0(19xy+
. 3
| +C(20xy
con
Cx e Cy curvature secondo x ed y rispettivamente;

ny curvatura mista dell'elemento.

I venti parametri

sono esprimibili a mezzo della: .
= H o 7

e = —

|

dove:
la matrice H € fornita dalla tabella di fig.3;

T

Eez[ul’vl’wl’?l,lyl ;1,12,.....; ......%4} 8

e, per il nodo generico (k=1,2,3,4):
uk,vk,wk sono le componenti dello spostamento rispettivamente nel-
la direzione x,y,z;

T = CAL la rotazione oraria attorno all'asse N
k dx
k
Jw . . : \
Y& = 75;— la rotazione antioraria attorno alltasse x.
k

Risulta dalla 6 la matrice delle funzioni di forma

N = -1
=e

dove la matrice F & riportata nella tabella di fig.4.

Ritenendo valida 1l'ipotesi della conservazione della normale al
piano di riferimento della piastra durante la deformazione e con-
siderando l'elemento costituito da n strati, la matrice di rigidez

il
I
©
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za dell'elemento & fornita da:
ty AB
1T O * * -1
K, = (H) .(Zj @ .c-(3 ax ay dz)-H 10
t; -A-B

*
essendo (3 la matrice riportata nella tabella di fig.5, C la ma-

trice relativa al legame costitutivo in forma differenziale del ma
teriale dello strato jMO di cui alla:

6 (x,y,2,) = Clelx,y,2.0)-Jelx,y.2,) 11

I1 calcolo della 10 viene condotto in forma chiusa tenendo conto

di un legame costitutivo medio dello strato (indipendente da x ed
y): si evitano cosl le approssimazioni e gli oneri computazionali
connessi con un'integrazione numerica dell'espressione matriciale
contenuta nella 10. Siffatto modo di procedere non influisce, del
resto, sulla correttezza della soluzione avendo adottato, come si
¢ detto, un procedimento di tipo misto.

Le forze nodali squilibrate risultano dalla:

n b A B T
JEse =(§‘1fT§E:jJ Juj(i (x,y,z).JgS(x,y,zj) dx dy dz 12

i
ti -A-B
indicando JQS le aliquote di tensione non equilibrate con i carichi
esterni (fig.6).
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11 calcolo della 12 e condotto integrando, rispetto a z in forma
chiusa, e, rispetto ad x ed y, mediante il metodo di Gauss-Legen
dre, considerando 16 punti del dominio dell'elemento finito equin
di altrettanti legami costitutivi diversi per ogni strato. '

Qf _________
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|
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a = —
e, &
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Fig. 6

4., LEGAMI COSTITUTIVI E CRITERI DI ROTTURA

In fig.7 & indicato il legame costitutivo dell'acciaio del generico
strato. Per il calcestruzzo di ciascun strato si adotta il legame
costitutivo biassiale (2) in forma differenziale di Darwin e Peck-
nold (XI) nel quale i moduli elastici tangenti relativi alle dire-

AU
f ) . Q =arctgEg
ykl= - |
: ' Fyi
' ! Se= Ay
| | E,
| |
| I Ep=10%
| | e
Nt : ! o
&, €p
Fig. 7

(2) l'adozione del legame costitutivo biassiale trova 1la sua giusti
ficazione nel fatto che, con buona approssimazione, puo ritener

si trascurabile l'effetto delle tensioni normali e tangenziali
nella direzione dell'tasse z.
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zioni principali sono ricavabili dalla derivazione delle curve uni-
assiali equivalenti ottenibili dalla curva tensioni-deformazioni
fornita da Saenz (XII) modificando con un segmento di retta orizzon
tale il ramo discendente (fig.8).
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START

Lettura e stampa dati: materiali e geometria
Posizionamento della struttura nello stato di riposo: F;=5,=0

3=1

\
Incremento del carico e calcolo degli incrementi

dei carichi nodali: §F

f

Calcolo delle matrici di rigidezza

degli elementi: K, % KELE %

Calcolo della matrice di rigidezza della piastra: K

[ Rispetto delle condizioni al contorno ]

Stampa:
passo "j" j;carico; spost.
nodali;"det K =0"

Calcolo di:
$s=x' SF STOP

\

Aggiornamento di: S=S5+§

Calcolo delle forze nodali
] * SQUIL %

squilibrate dell'elemento L&e

Calcolo forze nodali squilibrate della piastra: §F,

Y

Stampa:
passo "j" ; n° cicli "k" ; spostamenti
nodali; carico
1
j=j+1

no

Stampa:
"non si ha convergenza'

\
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ENTRY

| % KELE % |

j=1,n

K¥ = O
l = l:

Calcolo del legame costitutivo medio d

ello strato "j"

Calcolo del contributo dello strato "j" alla matrjce di rigidezza: K.

=J

Calcolo:

S

Calcolo della matrice di rigidezza: Ke= E‘l 5; 5”1
EXIT
J=1.0 entry S [%saQuiL%
r=1,4
s=1,4
¥ 5

Calcolo incremento di deformazione: §&(x ,ys,z,)
A2 L 3

.
1

Calcolo del vecchio legame costitutivo:

Clx ,y_,2.)
r's j

%

Aggiornamento: deformazioni;

e carratteristiche elastiche;

Calcolo delle tensioni squilibrate: §& (x ,y .z )
s r s
tensioni;

no;

i

Stampa:

n° punto,
elemento

"rottura del cls'";
strato,

r —

Stampa:

Calcolo delle forze nodali squilibrate
dell'elemento: n tjﬂ AB

: j-A-B

"rottura acciaio"
n® punto, strato,

elemento

Y i
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Quale criterio di rottura si & adottato quello proposto da Kupfer
e Gerstle (XIII) (fig.9), sostituendo la parabola cubica relativa
al campo compressione~trazione con una parabola di secondo grado,
nell'ipotesi di calcestruzzo di media resistenza.

5. APPLICAZIONI NUMERICHE

11 procedimento illustrato & stato programmato per l'elaboratore e
lettronico (3) (fig.10) ed utilizzato per due applicazioni. La pri
ma & relativa alla piastra studiata da McNeice (I1) per la quale
si dispone del diagramma sperimentale carico-spostamento. Le carat
teristiche elasto-meccaniche della piastra sono consegnate nella
fig.11 ed in fig.12 & illustrata la stratificazione adottata e la
maglia degli elementi finiti.

Piastra studiata da McNeice

Calcestruzzo

, Modulo elastico tangente
f all'origine: E_= 29177 N mm~2

R 2

1 bk

1]

38.7 N mm~
-2

£ = -

ck 32 N mm

y -2
= 2.
///’/ fctk 5 N mm

Acciaio

A5 CmMm
' E_, = 203890 N —

£f = 306 N mm 2
%x\\\\\\ //////)( yk

Fig.11

Nelle figg.ls’e 14 sono riportate in funzione dei valori del cari-
co le deformate della linea di bordo (fig.13) e della mediana (fig.
14).

In fig.15 la curva carico-spostamento ottenuta con il procedimento
avanti esposto viene confrontata con la curva sperimentale di Mc-
Neice e con quella che altri Autori hanno ottenuto mediante proce-
dimenti agli elementi finiti.

(3) I1 programma & disponibile presso 1'Istituto di Scienza e Tec-
nica delle Costruzioni della Facolta di Ingegneria dell'Univer
sitda degli Studi di Ancona.
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DEFORMATE DELLA LINEA DI BORDO PER I DIVERSI VALORI DEL CARICO

Fig.13
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L'ispezione della figura evidenzia che la curva ricavata con il
procedimento esposto aderisce abbastanza bene a quella sperimenta-
le e inoltre la approssima meglio di tutte le altre pur avendo uti
lizzato un numero di elementi finiti quattro volte inferiore. Cio
deriva:

i.- dall'impiego di un legame costitutivo per il calcestruzzo de-
scritto, come si & visto, dalla curva di Saenz, a differenza della
schematizzazione trilatera adottata da altri -Autori;

ii.- all'impiego di un legame costitutivo che & proprio di ciascu-
no dei 16 punti dello strato dell‘'elemento, a differenza di un le-
game costitutivo che altri Autori assumono costante per l'intero
strato.

-+ 460 pm, +

DEFORMATE DELLA MEDIANA PER I DIVERSI VALORI DEL CARICO

Fig.14

Come seconda applicazione & stata studiata una piastra quadrata
con appoggio continuo su tutti i suoi lati: le caratteristiche ela
sto-geometriche, la stratificazione adottata, le maglie degli ele-
menti finiti, sono consegnate nelle figg.16 e 17. In fig.18 & ri-
portato il confronto tra la soluzione ottenuta con il procedimento
illustrato, la soluzione elastica-lineare e quella derivante da
uno schema di calcolo rigido-plastico (XIV).

Emerge dal confronto un comportamento lineare della piastra per va
lori limitati del carico ed un comportamento non lineare per valo-
ri superiori: il carico ultimo, calcolato con schemi del tipo rigi
do-plastico, differisce da quello ottenuto con il procedimento pro
posto di circa il 15%. ‘
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} al nodo 16
kN 4000~ -
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cooeee ¢ Hand, Pecknold,e Schnobrich; ————— sperimentale di McNeice ;
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Fig.15
v
Calcestruzzo
A pmem e e e
! i Modulo elastico tangente
I | all'origine: E = 31000 N mm
| _ -2
| I Rbk_35.5 N mm -
I f  =-29.5 N mm
£ l | X ok -2
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| I Acciaio
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Fig.16
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MODELLO A COMPORTAMENTO NON LINEARE PER PIASTRE IN C.A. E C.A.P.

BEOLCHINI Giovanni C., GALEOQOTA Dante, GIAMMATTEO Matteo M.

Istituto di Scienza delle Costruzioni-Facoltad di Ingegneria- L'Aquila

SOMMARIO

In questo lavoro viene descritto un metodo numerico per dedurre relazioni momen
to-curvatura in un elemento di piastra in c.a. e c.a.p. con armature ortotrope,
sottoposto a carichi monotoni o ciclici; preliminarmente vengono illustrati i
legami costitutivi dei materiali. Alcuni dei risultati numerici ottenuti sono
confrontati con risultati sperimentali di altri Autori.

SUMMARY

A numerical method to compute moment-curvature relationship for RC or PRC slab
element orthotropically reinforced and subjected to monotonic or cyclic loading
is presented. Material representations and numerical procedure are described.
The numerical results have been compared with experimental results by other Au-
thors. Additional examples are given.

1. INTRODUZIONE

L'analisi del comportamento fino a rottura di piastre in c.a. e c.a.p. & stata
orientata, nel passato, essenzialmente allo studio dei criteri di rottura e del
le sollecitazioni ultime; solo recentemente 1'interesse dei ricercatori si &
rivolto anche allo studio delle caratteristiche della deformazione, con lo sco-
po di individuare relazioni momento-curvatura in elementi di piastre soggetti
a momenti flettenti in due direzioni oltre che a momento torcente; studi anali-
tici e sperimentali forniscono alcune relazioni di questo tipo, essenzialmente
per storie di carico monotone.

Le procedure numeriche utilizzate per ottenere previsioni attendibili sono in
genere piuttosto complesse, se si utilizzano realistici modelli per schematizza
re il comportamento dei diversi materiali; la complessitad deriva anche dalla
dipendenza delle caratteristiche di tensione e di deformazione, corrispondenti
ad un certo stadio, dal ciclo di carico utilizzato. Usualmente descrizioni ac-
curate si ottengono adottando per l'elemento tridimensionale di calcestruzzo
schemi a elementi piani stratificati ({IX),(XIV),(XXI)) potendo in tal modo
tener conto, semplicemente, delle variazioni delle tensioni e delle deformazio-
ni nello spessore della piastra; in tali schemi vengono introdotte le barre di
armatura, sia ordinaria che pretesa, considerandole concentrate al corrisponden
te livello.

In questo lavoro vengono presentati i primi risultati ottenuti utilizzando una
procedura numerica messa a punto per individuare relazioni momento-curvatura
in piastre in c.a. a c.a.p. sottoposte a storie di carico che possono essere
anche cicliche. I1 modello utilizzato & lo schema stratificato di cui in pre-
cedenza, sottoposto all'azione, in due direzioni ortogonali, di momenti fletten
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ti con rapporto variabile; nelle indagini numeriche i cui risultati sono presen
tati nel seguito, tale rapporto & stato mantenuto costante per ogni storia di
carico; & stato per ora trascurato l'effetto biassiale sulla rigidezza e sulla
resistenza del calcestruzzo; e neppure & stata per ora considerata 1'influenza
del tension stiffening e del bond-slip tra calcestruzzo e acciaio.
L'attendibilitd del modello non lincare & verificata dal confronto con alcuni
risultati sperimentali ottenuti in piastre di c.a. sottoposte a carichi monoto-
ni; sonc inoltre presentati relazioni momento-curvatura per piastre di c.a. e
c.a.p. sottoposte a carichi ciclici.

2. LEGAMI COSTITUTIVI DEI MATERIALI
2.1 Calcestruzzo in compressione

Il modello adottato & quello di Blakeley e Park (III) dedotto da quello di Kent
e Park (XVIII). In letteratura esistono senz'altro modelli pilt complessi ed ac-
curati (I); tuttavia l'adozione in questa analisi di una formulazione molto so-—
fisticata non & necessaria in quanto & generalmente riconosciuto che il diagram
ma momento-curvatura di sezioni in c.a. debolmente armate, come nel caso delle
piastre, & sostanzialmente dipendente dal comportamento dell'acciaio.

Nella Tav. 1 & riportato il diagramma o-e adottato in questa analisi e le corri
spondenti relazioni analitiche.

Si osserva che il legame utilizzato & relativo a sollecitazioni monoassiali.
L'estensione al caso biassiale, proprio delle piastre, potrebbe essere realizza
to in modo agevole secondo la formulazione di Darwin e Pecknold(VII) basata sul
concetto di 'deformazione monoassiale equivalente'; essa consiste nello schema-
tizzare la risposta del calcestruzzo, sotto l'effetto di uno stato di tensione
biassiale, mediante relazioni monoassialioc-e¢ equivalenti, per ciascuno degli
assi principali. Tale procedura consente di rappresentare in maniera abbastanza
soddisfacente il comportamento di strutture bidimensionali in c.a. sotto storie
di carico sia monotone che cicliche ((VI),(II)). Peraltro vari ricercatori con
cordano nel ritenere 1l'effetto biassiale poco influente nella determinazione
della relazione momento-curvatura, nel caso di piastre sottoposte a carichi mo-
notoni ((II),(XX)).

2.2 Calcestruzzo in trazione

Per il calcestruzzo in trazione si fa riferimento al modello di Morita e Kaku
(Xv) (v.Tav. 1).

Si assume che il calcestruzzo abbia a trazione comportamento di tipo elastico,
con rottura fragile, con andamento degradante del modulo elastico e della resi-
stenza limite, in funzione della storia di carico a compressione.

Maggior accuratezza nella rappresentazione del fenomeno della fessurazione ed
un miglioramento della stabilitd numerica della soluzione potrebbero essere ot-
tenute tenendo conto del tension stiffening, ossia dell'irrigidimento offerto
dal calcestruzzo integro compreso tra le lesioni ((XX),(XIV)). Il tension stif-
fening pud essere simulato aggiungendo al modello del calcestruzzo in trazione
un ramo gradualmente discendente (XIX); tale rappresentazione & abbastanza rea-
listica, se si considera il comportamento sperimentale del calcestruzzo in tra—
zione(XhIn questa analisi, comunque, tale effetto & stato ignorato; infatti il
fenomeno & validamente modellato solo per curve di primo carico, oltre al fatto
che il tension stiffening si esaurisce rapidamente sotto 1l'azione dei carichi
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ripetuti.
2.3 Acciaio ordinario

E' noto che il comportamento del cemento armato & fortemente dipendente dalle
proprietéd meccaniche dell'acciaio, e pertanto & molto importante formularne il
modello in maniera accurata. In particolare bisogna tener conto dell'incrudimen
to e dell'effetto Bauschinger, nel caso di carichi ciclici.

I modelli pil sofisticati (XI) sono basati sulla classica formulazione di Ram—
berg-Osgood.

In questo lavoro & stato utilizzato il modello proposto da Giuffré e Pinto(VIII)
che, rispetto alla formulazione precedente, consente di rappresentare in maniera
pit semplice, ma egualmente efficace, sia 1l'incrudimento che 1'effetto Bauschin
ger (v.Tav. 1).

Non viene qui considerata 1'instabilitad delle armature compresse.

2.4 Acciaio da precompresso

Prove sperimentali cicliche (XII) condotte su campioni di acciaio da precompres
so mostrano a deformazioni elevate 1l'esistenza di un comportamento isteretico
in fase di ricarico; si nota inoltre una riduzione di pendenza dei rami di sca-
rico all'aumentare delle deformazione massima. Il modello impiegato per 1l'ac-
ciaio ordinario pud essere vantaggiosamente utilizzato anche per rappresentare
il comportamento dell'acciaio da precompresso calibrando opportunamente i para-—
metri che determinano il valore dell'espressione riportata in Tav. 1.

3. CRLITERIO DI ROTTURA

Usualmente, nell'analisi del comportamento di strutture bidimensionali, viene
adottato un criterio di rottura basatc sugli inviluppi delle massime tensioni
biassiali, del tipo di quello proposto da Kupfer e Gerstle ((XVII), (VI)).

In questa analisi comunque, senza pregiudicare 1'attendibiltd del modello, si
considera raggiunta la rottura se il calcestruzzo attinge ad una deformazione
ultima convenzionale ezu (v. Tav. 1).

4. DESCRIZIONE DEL MODELLO

E' stato considerato un elemento di piastra, di altezza H e lati unitari, con

armature ordinaria e pretesa, orientate secondo due assi x e y (v.Fig. 1), sotto

posto all'azione di momenti flettenti e torcenti. Lo stato di sollecitazione

e caratterizzato dai due momenti principali M. e M < M agenti in due piani or

togonali con giacitura individuata dall'angolo ¢ e aventi la direzione dei due

assi ortogonali u e v; l'angolo 6-¢+y individua i due generici assi n e t, nor-

mali a giaciture sulle quali si considerano agenti i due momenti flettenti Mrl
e Mt e il momento torcente Mn ; lo scopo dell'indagine & quello di determinare

relazioni M -k o M -k avendo indicato con kK e k.  le curvature nei piani n-z
e t-z rispe%tiSamente; volendo utilizzare il mo%ello per dedurre legami signifi

cativi e rappresentativi & opportuno scegliere n in modo tale che sia diretto

ortogonalmente ad una linea di rottura, da individuare preliminarmente sulla

base delle condizioni di vincolo e dei rapporti di armatura oltre che del tipo

di sollecitazione utilizzato, come indicato in letteratura.

Le ipotesi adottate in questo lavoro sono brevemente elencate qui di seguito:
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a) il rapporto tra i momenti principali in ogni stadio di carico & definito dal
coefficiente w= M_/M_ che & supposto essere costante;

b) come conseguenza dell¥ipotesi a) anche il rapporto tra i momenti flettenti M
e M & costante ed & uguale a R =M /M con R definito nell'App.I ;

c) l'a%damento delle deforma21on1tg delle ten51on2 nelle direzioni n e t sono
quelle indicate in Fig.2; di conseguenza la distribuzione delle deformazioni
longitudinali in ogni direzione & completamente definita dalla corrisponden-
te curvatura e dal valore della ¢ ad un arbitrario livello di riferimento;
tale livello & stato assunto essere quello dell'estradosso della piastra;
nel seguito le deformazioni caratterizzate da un indice indicano i valori
di riferimento nella direzione corrispondente all'indice stesso;

d) le deformazioni e le tensioni associate al momento torcente M
sono quelle che si avrebbero nell'ipotesi di piastra elastica ?sotropa:

M
nt
kK = 12—t (1)
nt 3
E H
essendo Ec il modulo di elasticitd , tgngente all'origine, del calcestruzzo,

con le corrispondenti distorsioni vy distribuite linearmente nello spessore

Yy = -2 k ¢ Z (2)
n
essendo z la distanza dal piano medio; & stato inoltre ipotizzato che il rap
porto tra € e Y " (valore di v al livello di riferimento) sia uguale a
n

quello che si ha in sezioni omogenee, cosi che risulta

2(1 —w i s

_ ( ) siny cos v . (3)

nt 2 .2 n
cos ¥+ wsiny

Nell'App. I sono riportate le relazioni che esprimono i legami che intercorrono
tra le corrispondenti grandezze nei sistemi di riferimento utilizzati.

5. EQUAZIONI DI EQUILIBRIO

In ogni fase del ciclo di carico le tensioni normali al piano t-z devono essere

equivalenti ad una coppia M , essendo nulla la somma delle forze in quella di-
rezione
Een
F._+F 4+ (1/k)/ £ (e)de =0 (4)
s,n p,n n /. c
€in
2, %en
M + M + (1/k )/f f(e)(e —e)de =M (5)
s,n p,n €in c n n
essendo F e F le risultanti, nella direzione n ,rispettivamente delle forze
nelle armafure oralnarle e in guelle pretese, ed essendo M e M i loro mo-

menti rispetto all'asse orizzontale di riferimento; il tergéntermgﬁg nelle (4)
e (5) sta ad indicare la risultante, e il suo momento rispetto all'asse di rife
rimento , delle tensioni nel calcestruzzo dirette parallelamente all'asse n.

Le tensioni normali al piano n-z devono rispettare due equazioni simili alle pre
cedenti, che possono essere scritte cambiando gli indici n con t

Eet
Foet T o (1/kt)/€itfc( e) de= 0 (6)
M M (l/k2) Set (e) ( ) de = M (7)
st + Pt + t;/f o € € — et € = £

Eit
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Nella procedura numerica descritta nel successivo paragrafo sono stati utilizza
ti come assi di riferimento due assi orizzontali alla quota dell'estradosso del
la piastra; la storia di carico & stata assegnata fissando una certa sequenza
di curvature kn ,cosi che l'analisi completa ha richiesto, per ogni stadio di
carico , la determinazione di e , ¢_e k_, oltre ai valori dei corrispondenti
momenti Mn e Mt’ con il vincolo costituito dal rispetto della costanza del rap-
porto tra i due.

6. PROCEDIMENTO NUMERICO

Il procedimento numerico utilizzato & molto elementare,risultando sproporziona-
ti alla semplicitd del modello o difficilmente adattabili al caso in esame i
metodi pill generali che in letteratura vengono proposti per l'analisi di siste-
mi non lineari.

Si supponga di aver calcolato le grandezze corrispondenti ad un certo stadio
di carico, caratterizzato dai tre vettori seguenti

€ k M
n n n
€ = €t H k = kt i M = Mt
Ynt knt Mnt
dove Y, , K e M ,come conseguenza delle ipotesi adottate, sono stati calcola

ti utilizzgndo lg (3),(1) e la 3. dell'App. I
I1 procedimento iterativo che porta a determinare i tre vettori €®, ks e Ms
corrispondenti allo stadio successivo & stato implementato utlllzzando tre lo-
ops in ognuno dei quali si opera in una delle equazioni di equilibrio (4),(6)
e (7), come illustrato nel seguito; ad ogni passo dell iterazione, passo carat
terizzato da certi valori degli elementi dei vettori e H‘ e Mlvengono natural
mente calcolate le forze nelle armature, ordinarie e pretese, “tramite le defor
mazioni e le curvature corrispondenti alle armature stesse, valutate utilizzan
do le relazioni riportate nella App. I
a) Si assegna il nuovo valore della curvatura kﬁ e viene calcolato il valore
sg che soddisfa 1'equazione di equilibrio (4); alla fine di questa prima
iterazione risultano definiti i vettori

0 s 0
€n kn Mn
0 . 0 . 0 _ 0
e = { &} k' = ¢ ky ; M= Mg
0 0 ]
Ynt knt Mnt

dove M7 & valutato tramite la (5); M) = Rep My € Yops ki, e My, sono calco
lati mediante le (3),(1) e la 3. dell'App.I .

b) Considerando inalterati tutti gli altri parametri , viene calcolato, con
successive iterazioni , il valore di Eéche soddisfa 1l'equazione di equili-
brio (6); poich® in genere quest'ultimo valore differisce da g utilizzato
nel passo precedente, si rientra nel primo loop per calcolare un nuovo valo
re di e e le corrispondenti grandezze derivate; alla fine di questo secondo
ciclo risultano pertanto definiti i vettori
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1 kS M!

n n

tefel s = 4k ) Mo A

at Kot v
risultando quindi soddisfatte le equazioni di equilibrio (4) e (6) con M;
valutato tramite la (5) e Mtlz Rtn M;.

c) Si calcola con successive iterazioni il valore k: che soddisfa 1l'equazione
(7), tenendo fissi tutti gli altri parametri risultato dell'iterazione pre-
cedente; se ki # kt si ritorna nel primo ciclo per calcolare il nuovo valo-
re di € che, sulla bese degli aggiornamenti ottenuti per gli altri parame-
tri , soddisfa la (4). L'iterazione si considera conclusa quando l'ultimo
valore di kt calcolato nel ciclo c¢) differisce da quello utilizzato nei ci-
cli precedenti di una quantitd prefissata.

I criteri adottati per giudicare 1l'accettabilitd dei risultati delle iterazio-

ni ai diversi passi sono i seguenti:

- le equazioni di equilibrio si considerano soddisfatte quando la risultante
complessiva delle azioni sulla sezione & minore di una aséegnata percentuale
della risultante delle forze, o dei corrispondenti momenti, nelle armature
ordinarie; in questa indagine tali percentuali sono state fissate pari allo
0.1% nel caso di forze e pari all'l% nel caso di momenti; tali equazioni si
considerano comunque soddisfatte se il valore assoluto della risultante del—
le forze o dei corrispondenti momenti & minore di un prefissato valore ; in
questo lavoro , tale valore & stato fissato pari a 100 N per le forze e
1 Nm per i momenti.

- ogni ciclo si considera concluso guando lo scarto percentuale tra 1l'ultimo
valore trovato ed il corrispondente utilizzato nei cicli precedenti & infe-
riore ad un prefissato valore, fissato in questa indagine pari allo 0.1 %
per le deformazioni e pari allc 0.5 % per le curvature.

7. CONFRONTI ED ESEMPI NUMERICI

La validita del modello & stata testata utilizzando alcuni risultati di prove
sperimentali su piastre in cemento armato, sottoposte a varie combinazioni
di momenti flettenti e torcenti (V),(XIII).

Le caratteristiche geometriche dei campioni, e quelle meccaniche dei materia-

li sono riportate nella Tab.l, assieme alle condizioni di sollecitazione ap-

plicate, di tipo monotono.

La Fig.3 mostra gli andamenti delle relazioni momento-curvatura, riferiti al

momento principale massimo, dedotti dal modello, in confronto con quelli spe-

rimentali.

S5i osserva quanto segue:

- ¢'@ buon accordo tra i momenti di fessurazione e snervamento calcolati, e
quelli di prova;

- la discordanza nella fase immediatamente successiva alla fessurazione, pitl
evidente in presenza di armature deboli, & da attribuire al fatto che nel
modello non si tiene conto del fenomeno del '"tension stiffening";

— complessivamente i grafici dimostrano il buon accordo tra valutazioni teori
che e dati sperimentali, e quindi la validitd del modello, relativamente
a piastre in c.a. sottoposte a storie di carico monotono.
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Tab.l - Caratteristiche geometriche e meccaniche.

c2
Spessore [cm] H 10.5
Acciaio ordinario [em?/cm] Agy -
As? -
As3 0.084
Agy, 0.091
Dist.armature estradosso [cm] dsg -
ds? -
ds3 9.23
dgy 8.59
Area acciaio preteso [cm?/cm] Apy -
Ap2 -
Ap3 -
Apy, -
Dist.armature estradosso [cm] dpq -
dp2 -
dp3 -
dpy, -
Tens.snerv.acciaio ord. [MPa] fyk 343
Tens.rott. acciaio ord. [MPa] fik 440
Tens.snerv.acciaio pret. [MPa] £p(0.2) -
Tens.rott. acciaio pret. [MPa] otk -
Res. compr. calcestruzzo [MPa] fek 32
Rapporto Momenti agenti (princip.) w 1
Orientamento armatura 6 0°

- 4] -

B16

10.3
0.084
0.0%81
0.084
0.091
1.27
1.91
8.59
9.23

333
440

32
-1
45°

B35

10.5
0.084
0.091
0.084
0.081
1.27
1.91
8.59
9.23

373
440

32
-0.45
—340°

B39

10.3
0.084
0.023
0.084
0.023
1.27
1.91
8.59
9.23

353
440

37
-0.45
56°

CAP

20.0
0.080
0.080
0.080
0.080
1.20
2.00
18.00
18.80
0.025
0.025
0.025
0.025
3.40
5.40
14.60
16.60
373
440
1620
1815
39
1
0o
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_______ SPERIMENTALE
ANALITICO
40 80 120 160 200 240

CURVATURA SECONDO IL MOMENTO PRINCIPALE MAX [10 Scm™]

Fig. 3
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MOMENTO PRINCIPALE MAX [kN]

[kN]

MOMENTO PRINCIPALE MAX
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Fig. 4
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Non avendo a disposizione dati sperimentali relativi a piastre in c.a. e
c.a.p. sotto carichi ciclici, & stato possibile produrre in questi casi solo
risultati teorici (v. Fig.4).

I dati relativi agli esempi utilizzati sono riportati in Tab.l: nella colonna

intitolata "B35" quelli della piastra in c.a., nella colonna intitolata "CAP"

quelli della piastra in c.a.p..

Il diagramma di Fig.4-a mostra quanto segue:

- durante lo scarico successivo alla pit ampia escursione in campo plastico,
le lesioni rimangono aperte a causa delle deformazioni plastiche residue
dell'acciaio;

- completato lo scarico e ricaricando in senso inverso, il momento resistente
& offerto dalle sole armature, e si pud notare una sensibile diminuzione
della rigidezza flessionale;

—- non appena le lesioni si chiudono, si ha un repentino incremento della rigi
dezza; questo fenomeno & puramente teorico, in quanto in realtd il passag-—
gio & piu graduale, poiché& prima ancora che le lesioni siano completamente
richiuse, pud avvenire un trasferimento di sforzi di compressione tra le
superfici fessurate. Per tener conto di questo effetto- ("local contact"
(IV), (XV)), occorre valutare l'ampiezza delle lesioni (XVI), c¢id che in
questa analisi non & stato fatto, considerata la carenza di modelli suffi-
cientemente generali riguardo alla fessurazione delle piastre in c.a..

Il diagramma di Fig.4-b mostra che 1'andamento del legame momento-curvatura

& quello caratteristico delle strutture precompresse in guanto:

~ si ha un elevato momento di fessurazione, raggiunto con una forte rigidezza
flessionale;

- a fessurazione avvenuta, si ha un sensibile calo della rigidezza flessiona-
le;

- il ciclo di scarico denota un considerevole recupero elastico; cid & giusti
ficabile considerando che una diminuzione di deformazioni assiali provoca
in un'armatura pretesa un calo di tensione percentualmente inferiore a quel
lo che si ha in un'armatura ordinaria.

Quanto sopra spiega anche la minore discontinuita nei rami di ricarico, dlpen

dente anche dal fatto che in una struttura precompressa le lesioni si richiu-

dono con maggior facilita.

8. CONCLUSIONI

I pochi ma significativi confronti effettuati ed illustrati in precedenza,
mostrano la buona capacitd del modello utilizzato ad analizzare il comporta-
mento non lineare delle piastre in C.a.; 1 risultati numerici ottenuti per
piastre in c.a.p., anche se non confortati da adeguati confronti con risulta-—
ti sperimentali, indicano che 1le previsioni teoriche sono da ritenere attendi
bili, potendo riconoscere nei corrispondenti diagrammi momento-curvatura com-—
portamenti tipici di tali strutture.
Si ritiene comungue opportuno approfondire 1'indagine col duplice scopo di:
a) studiare la sensibilitd del modello ad effetti, qui trascurati, quali quel
lo biassiale sulla rigidezza e resistenza del calcestruzzo, quello irrigi-
dente del calcestruzzo teso compreso tra le lesioni, quello della perdita
di aderenza tra acciaio e calcestruzzo, in particolare sotto carichi cicli
ci;
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b) condurre una indagine parametrica per ottenere famiglie di diagrammi che
mostrino la dipendenza del comportamento dalla percentuale geometrica di
armatura, dal rapporto di precompressione, dal rapporto tra i momenti flet
tenti applicati, dall'orientamento dell'armatura rispetto alle sollecita-
zioni, ecc.
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APPENDTICE I

I.1 Equazioni di equilibrio tra i momenti nelle direzioni n-t e i momenti prin

cipali
2 .2
Mn cos V¥ sin ¢
2 2 M
Mt = sin ¥ cos VY 1
M
Mnt siny cosy -sinV cosy 2
I.2 Rapporto tra i momenti nelle direzioni n e t
M 2 2
t . sin ¥ + w cos ¥
T Ttn T > >
Mn cos ¥V + w sin ¢
I.3 Momento torcente
sind cos¥ (1 - w
. _ ( )y
nt 2 P n
cos ¥ + w gin ¥
I.4 Relazioni tra deformazioni e curvature nelle direzioni x-y e n-t
2 €
€ cos 6 sin © ~s5in® cosH n
= o ¢ E
2 2 . t
Ey sin © cos 9 sin® cos® .
"nt
2 2 k
k, cos 6 sin © 2s5in® cos® n
= { k
2 2 . t
k sin 0 cos 8 -25in® cogb
y knt

- 46 -



iy

I1)

I11)

IV)

vI)

VII)

VIII)

IX)

XI)

XII)

XIII)

XIV)

BIBLIOGRAFIA

AOYAMA,H.,NOGUCHI,H. :"Mechanical Properties of Concrete under Load
Cycles Idealizing Seismic Actions", AICAP-CEB Symposium, Bulletin d'In-
formation n.131, Avril 1979, pp.31-63.

BASHUR,F.K.,DARWIN,D.:"Non Linear Model for Reinforced Concrete Slabs",
Journal of the Structural Division, ASCE, Vol.104, No.ST1l, January 1978,
pp.157-170.

BLAKELEY,R.W.G.,PARK,R. :"Prestressed Concrete Sections with Cyclic
Flexure'", Journal of the Structural Division, ASCE, No.ST8, Vol.99,
August 1973, pp.1717-1742. .
BOLONG,Z.,MINGSHUN,W.,KUNLIAN,Z.:"A Study of Hysteretic Curve of Rein-
forced Concrete Members under Cyclic Loading", Proceedings of the Sev-
enth World Conference on Earthquake Engineering, September 8-13,1980,

Istanbul, Turkey, pp.509-516.
CARDENAS,A.E.:"Strength Behaviour of Isotropically and Nonisotropically

Reinforced Slabs Subjected to Combinations of Flexural and Torsional
Moments'", Thesis presented to the University of Illinois, at Urbana,
Ill., in 1968.
DARWIN,D.,PECKNOLD,D.A. :"Analysis of RC Shear Panels under Cyclic Load-
ing", Journal of the Structural Division, ASCE Vol.102, No.ST2, February
1976, pp.355-369.
DARWIN,D.,PECKNOLD,D.A.:"Non Linear Biaxial Stress-Strain Law for Con-
crete", Journal of the Engineering Mechanics Division, ASCE Vo0l.103,
No.EM2, April 1977, pp.229-241.
GIUFFRE',A.,PINTO,P.E.:"I1 comportamento del c.a. per sollecitazioni
cicliche di forte intensita", Giocrnale del Genio Civile, n.5 1970, pp.
391-408. '
HAND,F.R.,PECKNOLD,D.A.,SCHNOBRICH,W.C.:"Nonlinear Layered Analysis
of RC Plates and Shells", Journal of the Structural Division, ASCE Vol.
99, No.ST7, July 1973, pp.1491-1505.
HUGHES,B.P.,CHAPMAN,G.P.:"The Deformation of Concrete and Microconcrete
in Compression and Tension with Particular Reference to Aggregate Size',
Magazine of Concrete Research, London Vol.18, No.54, March 1966, pp.19-
24,
KATO,B.: "Mechanical Properties of Steel under Load Cycles Idealizing
Seismic Actions'", AICAP-CEB Symposium, Bulletin d'Information n.131,
Avril 1979, pp.7-27.
KUPFER,H.B.,GERSTLE,K.H. :"Behaviour of Concrete under Biaxial Stresses",
Journal of the Engineering Mechanics Division, ASCE Vol.99, EM4, August
1973, pp.853-866.
LENSCHOW,R.J.,SOZEN,M.A.: "A Yield Criterion for Reinforced Concrete
under Biaxial Moments and Forces", Civil Engineering Studies Structural
Research Series No.311l, University of Illinois, Urbana, Ill., July 1966,
p.527.
LIN,C.S.,SCORDELIS,A.C.: "Nonlinear Analysis of RC Shells of General
Form", Journal of the Structural Division, ASCE Vol.101, No.ST3, March
1975, pp.523-538.

- 47 -



XV)

XVI)

XVII)

XVIII)

XIX)

XX)

XXI)

MORITA,S.,KAKU,T.,SUDO,E.: '"Force-Strain Relationship of Reinforcing
Bars Embedded in Concrete under Reversed Loadings", AICAP-CEB Symposium,
Bulletin d'Information n.131, Avril 1979, pp.7-14.
NAWY,E.G.,ORENSTHEIN,G.S.: "Crack Width Control in Reinforced Concrete
Two~Way Slabs", Journal of the Structural Division, ASCE Vo0l.93, No.ST3,
March 1970, pp.701-821.

NILSON,A.H.,et al.: "Finite Element Analysis of Reinforced Concrete',
ASCE, 1982, Chapter 2, pp.52-64.
PARK,R.,KENT,D.C.,SAMPSON,R.A.:"Reinforced Concrete Members with Cyclic
Loading'", Journal of the Structural Division, ASCE Vol.98, No.ST7, July
1972, pp.1341-1360.

SCANLON,A. ,MURRAY,D.W.:"An Analysis to Determine the Effects of Cracking
in Reinforced Concrete Slabs", Proceedings of the Specialty Conference
on Finite Element Method in Civil Engineering'", Montreal, Canada, June
1-2-1972, pp.841-868.

VEBO,A.,GHALI,A.: '"Moment-Curvature Relation . of Reinforced Concrete
Slabs", Journal of the Structural Division, ASCE Vo0l.103, No.ST3, March
1977, pp.515-531.

WANCHOO,M.K.,MAY,G.W. :"Cracking Analysis of Reinforced Concrete Plates",
Journal of the Structural Division, ASCE Vol.101, No.ST1l, January 1975,
pp.201-215. '

- 48 -



APPLICAZIONE DELLA TEORIA DELLE TRAVI ALLO STUDIO DI ELEMENTI
BIDIMENSIONALI DI TRAVI IN C.A. IN REGIME FESSURATIVO

Lionello BORTOLOTTI

Assistente Ordinario, Professore Incaricato Stabilizzato
Istituto di Tecnica delle Costruzioni, Facoltd di Ingegneria

CAGLIARI

SOMMARIO

Impiegando la teoria delle travi, viene data un'interpretazione analitica dello
stato di sforzo conseguente alla fessurazione, per un elemento bidimensionale
compreso fra due fessure contigue di una trave in c.a. inflessa. Un criterio di
rottura puntuale consente di formulare, senza introdurre parametri empirici, la
distanza e l'ampiezza delle fessure, Viene infine dedotta la relazione momenti-
curvature medie, nella fase successiva alla fessurazione stabilizzata,

SUMMARY

A block between two contiguous cracks of a flexurally cracked concrete
regarded as a two dimensional element in a bi-axial state of stress at
Equations are provided which enable to calculate the components of the
tensor in the cracked element, the spacing and width of the cracks and

beam is
cracking.
stress
the mo-

ment—curvature relation.

1. INTRODUZIONE

I1 possesso di metodi di progetto per le strutture in c.a., che sia-
no correttamente fondati ed in grado di fornire formulazioni di ra-
pido e facile impiego, costituisce, notoriamente, un obbiettivo di
importanza pratica rilevante.

Questo spiega come, in tale intento e per ogni specifico argomento,
vi sia sempre un vasto e molteplice apporto da parte degli studiosi
che consenta di conseguire utili indicazioni al riguardo.Uno di tali
argomenti riguarda il comportamento in regime fessurativo degli ele-
menti strutturali in c.a. variamente sollecitati e la valutazione
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dei parametri geometrici caratteristici della fessurazione nonché di
quelli deformativi e di spostamento.

Anche in tal caso, tuttavia, non sempre al rigore delle trattazioni
corrisponde un'uguale semplicitd per le applicazioni dei risultati
teorici ottenuti; ovvero la carenza di dati nelle formulazioni teo-
riche, costringono a sopperirvi ricorrendo a parametri empirici sus~
sidiari (I), (II), (III) che non sempre possono considerarsi sicuri
e definitivi.

Il presente studio muove nell'intento di superare tali inconvenienti
nell'esame del problema esposto,limitatamente al caso di un elemento
in cemento armato semplicemente inflesso, analizzandone il comporta-
mento bidimensionale in uno stato piano di sforzo instaurantesi in
sequito al processo ridistributivo svolgentesi in seno ad esso al-
l'atto della fessurazione.

2. TRAVE SEMPLICEMENTE INFLESSA
2.1. Ipotesi

Si consideri un elemento di trave in c.a. semplicemente inflessa a
sezione alta e stretta in modo che si possa considerare in uno sta-
to piano di sforzo (fig. 1). Lfarmatura sia distribuita in maniera
continua lungo lo spessore (in pratica si considerer3 sufficientemen
te diffusa).

In una prima fase, antecedente la fessurazione, il comportamento del
la struttura & elastico, le sezioni si mantengono piane. Raggiunto
il limite di trazione nel conglomerato si produce la prima fessura.
Lo stato di sforzo si ridistribuisce all'interno del tronco in manie
ra non omogenea nelle diverse sezioni ed in particolare per gquanto
riguarda gli sforzi di trazione nel conglomerato; cid comporta un in
cremento dello sforzo nell'acciaio in prossimitd della lesione (con
conseguente cimento dell'aderenza) ed una progressiva riduzione di
€sso nel punti pil interni.

Al formarsi di una seconda fessura alla minima distanza compatibile
dalla prima, nessun'altra lesione potra formarsi fra le due (fessu-
razione stabilizzata) (IV). Sia L = 21, la distanza fra tali due fes
sure.

Ipotizziamo, quindi, una ridistribuzione dello stato di sforzo in ma
niera biassiale nell'elemento bidimensionale di lunghezza L, con for
ma delle funzioni delle componenti di sforzo desumibili, utilizzando
i risultati della teoria delle travi, da una schematizzazione a tra-
ve, con asse disteso secondo y, dei due semitronchi di lunghezza 1
dell'elemento suddetto, caricate dalle distribuzioni di sforzo agen-
ti nelle facce estreme (£fig.2) (V).Si suppone il comportamento elasti-
co delle due sezioni estreme, l'una parzializzata e l'altra intera-
mente reagente; si suppone inoltre il mantenimento piano di tali se-
zioni.

2.2

. Componenti di sforzo

Considerazioni di equilibrio applicate ai diversi elementi di ac-
ciaio e conglomerato di uno dei semitronchi di trave in esame (fig,3)
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permettono di ottenere le leggi di variazione degli sforzi nei mate-
riali.

I1 tronco di acciaio di lunghezza 1 risulta soggetto alle sequenti
forze (fig. 3):

o + O
- _ _CH ch2
Th1 = 22 z1 Th2 : Th2 = 5 b (H h2)
(1)
Z1 - Os1As i Z2 - OsZAs

Se l'armatura non si considera continua nello spessore b avremo:

- - - wy o _
Thqg = %5 =24 - T2 = T, (2)

con T"' risultante degli sforzi di trazione nell'interferro.
Lo sforzo generico nell'acciaio all'ascissa x si ottiene consideran-
do l'equilibrio alla traslazione del tronco di lunghezza x:

: X X
OsxAs = GSZAS - bLJ Th1dx - b [. Thzdx (3)
(@] (o]
con
S LR SR+ R (4)
h1 bl 1 2 ! h2 ‘bl 1 2

tensioni tangenziali correnti, desumibili secondo quanto detto in pre
cedenza. Si deduce quindi:

o -, _.n1 " Th (3x2 ) 2x3) 5)
2
SX s AS l2 l3
ovvero, essendo Th1 + Th2 = (052 - 081) AS
o e o oy (PR 22 (6)
SX s2 s2 s l2 13

Il secondo termine del secondo membro della (5) o della (6) rappre-
senta il contributo del conglomerato alla riduzione della tensione
nell'acciaio.

Se denominiamo area ed altezza efficace le espressioni
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A - h1f = - (Os2 - 051) £ >
c
eff ct ct
(7)
+ - A
. N Y S T Y
- - b
eff bfct fct
e con o _ Ac eff _ O52 ) Os1 (8)
eff AS fCt
la (5) o la (6) diventano:
fct 3x2 2x3
Osx - Os2 - ( P ) (9)
Ps,eff 1 1

La tensione media nell'acciaio si ottiene integrando la (9) e vale:

0.5 fct
Osm - o52 (1 - _____ﬁgh_) (10)
- bs,eff%2
ovvero
o + 0
o _ _s2 s (11)
sm 2 .

Nel caso di armatura distribuita in maniera non continua nella sezio
ne, occorrerd introdurre la quantita

+ - 4 - - "
To1 F Tho =%, 7 29 7 T¢ (12)

Con considerazioni analoghe alle precedenti, & facile dedurre anche
la legge di variazione dello sforzo nel conglomerato. Lungo x, avre-=
mo:

3
3X 2%
- =3 (13)

1 1

(o ) = (o

cx'y cZ)y - |:(Ocz)y - (0c1)

v

dove l'indice y indica la quota generica in cui si valutano gli sfor
zi.
Lo sforzo medio, ottenibile mediante integrazione, sara

(o ).+ (o )

(o ) = c2'y cl'y (14)

cm'y 2

Per quanto riguarda lo sforzo normale in direzione y, se indichiamo
in generale con M_ il momento lungo y nella schematizzazione a trave
descritta in precédenza, esso sara espresso da:
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6M ,
Oc = “‘% (1 ~ —f) (15)
Y p1

2.3. Distanza fra le fessure

Sc come ulteriore ipotesi si considera che all'atto della formazione
della seconda lesione si raggiunga uno stato limite di sforzo nel
punto pil sollecitato del conglomerato avvolgente l'armatura e, per
esemplificare, si impiega il criterio di Beltrami che limita il la-
voro elastico specifico, avremo per lo sforzo ideale:

=v42 + 02 + 2T2 - % (o o] - T2 ) (16)

g,
id cx cy Xy cX Xy Xy

Impiegando il valore m = 5 ed applicando la (16) nel punto pid sol-
lecitato all'ascissa x = = ed alla quota y = h1, si ottiene 1l'espres
sione seguente per la distanza fra le fessure:

T
6 v2,4 "hi (17)

2 2
b Vﬁfct - Och1

I, =

La stessa pud essere posta in via approssimata nella forma:

5T

r = ——21 (18)
b fct
I termini T e I, dipendono da f ot ! guindi le (17) e (18) possono

essere poste in forma indipendente dalla resistenza a trazione.
Impiegando la (2), la (17), con le debite trasformazioni, assume la
seguente forma, in funzione delle caratteristiche geometriche delle
sezioni e dei diversi moduli elastici dei materiali:

6 V2,4
L = A [ (h- y - (h-y_ )]~
2 2 n' G
b /@(H—YG) - (h1 yG)
(19)
-5 (Hah, - 2y) - (h-y.) (bd -A )}
2 G
Es Eot
dove n = E— 5 n' = *E—', ¢ = H =~ h2 .
c c

I tre termini tra parentesi rappresentano rispettivamente le influen
ze dell'armatura, del copriferro e dell'interferro.
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2.4. Deformazioni, apertura delle fessure, curvature e frecce
La deformazione media dell'acciaio varra, con la (11):
+

o o
s2 s
_ s1 20
sm 2 ES (20)

ovvero tenendo conto della (12)

O52 * Os1 T;'
Osm - 2 E * 2A E (21)
s S 8

Per quanto concerne la determinazione dell'ampiezza dell'apertura
delle lesioni, nell'ipotesi che non avvengano scorrimenti fra ac-
ciaio e conglomerato, la deformazione nell'acciaio passera dal va-
lore ¢ precedente alla fessurazione al valore Esm a fessurazione
stabilizzata.

Il conglomerato in corrispondenza dell'acciaio subisce, nel com-
plesso, una riduzione dello stato di sforzo di trazione, cid che
comporta una riduzione della deformazione media rispetto allo stato
precedente la fessurazione.

Approssimativamente, quindi, l'ampiezza massima dell'apertura delle
lesioni sara:

w = (g - € + 0,5 )L = (¢ - 0,5¢ )L (22)

cr sm s1 s1 sm s

La deformazione del conglomerato in corrispondenza della fibra estre
ma compressa e la curvatura media del tronco di trave compreso fra
le due fessure varranno:

o o} + O

cm c2 c
€ = = (23)

cm E 2 E
c c

lecmi++€sm]
Xm,CR B h (24)

con i valori € om e e calcolati per il valore del momento di fessu-
razione M R"

All'aumen%are del carico oltre quello che ha provocato la fessurazio
ne stabilizzata, la tensione media nell'acciaio aumenta come pure la
curvatura media; l'aderenza viene cimentata con possibilita di scor-
rimento dell'acciaio per il superamento del limite di aderenza e con
susseguente intervento dell'attrito per consentire l'equilibrio allo
scorrimento. ’
Si pud ulteriormente ipotizzare, superando la certamente complessa
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evoiuzione dello stato di sforzo e di deformazione all'interno del
tronco in esame al crescere del carico esterno, che avvenga una pro-
gressiva distruzione del vincolo di aderenza con tendenza limite di
acciaio nudo o di sezioni parzializzate,

Cid si pud tradurre, in termini analitici, in una legge di variazio-
ne momenti-curvature medie che, partendo dal valore della curvatura
media al cracking X R conduca ad un valore finale X corrisponden-
te a sezioni par21allzzate e tensione al limite di snervamento nel-
l'acciaio.

La relazione analitica tra momenti e curvature sia assunta del tipc:

X, = A + BM + cn® (25)

con le seguenti condizioni al contorno

= X =X
per M =M.p *m = *u,cr (26)
er M = M X, = Xy = T ; o = —
P ) b4 m Y EJ .’ 9M EJ
¢ ci c cil
L'espressione (25), diventa allora:
X =X + **;*— (M-M ) + 2CM_ (M-M__) + C( 2—“2 ) (27)
m m,CR E J . CR' Y ' T CR’ o CR’ '
c ci
valida nell'intervallo MCR + MY (v. fig. 4), con
X - X
CR CR
€= (3, - M )2 (28)
Y CR

La (27)si adatta bene ai risultati sperimentali e concorda con le
indicazioni del CEB (VI), di quelle riportate in (VII) e con i ri-
sultati di altri autori (VIII).

Forme differenti da quella gquadratica non introducono differenze ap
prezzabili.

Cosl una relazione lineare del tipo

= A + BM 29
Xo (29)
con le condizioni al contorno

per M = M__; X =

non comporta scostamenti notevoli e conduce all'espressione
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Le (27) e (31) permettono, mediante le consuete integraziohi, di ot-
tenere i valori delle frecce.

3. CONCLUSIONI

La trattazione esposta consente di ottenere,con 1l'impiego di oppor-
tune ipotesi e con il corredo della nota teoria statica delle travi,
un'appropriata e semplice interpretazione analitica dello stato di
sforzo che si instaura nelle travi inflesse in c.a., a seguito del
processo di fessurazione.

Riguardando un tratto di trave compreso fra due fessure contigue co-
me elemento bidimensionale e mediante l'utilizzazione di un criterio
di rottura puntuale si giunge alla formulazione di un'espressione
della distanza fra due fessure consecutive, senza introdurre alcun
parametro sussidiario. :

Tale espressione evidenzia chiaramente il ruolo delle diverse carat-
teristiche geometriche delle sezioni considerate e di deformabilita
dei materiali, confermando 1'indipendenza della distanza fra le fes-
sure dal valore della resistenza a trazione del conglomerato. Il ri-
sultato & sostanzialmente concorde con quello di altri Autori ma non
richiede 1'introduzione di coefficienti correttivi o il ricorso al-
l'esperienza per acquisire i valori di certi parametri come in altre
formulazioni, ad esempio di Riisch e Leonhardt (I) (III).

Le espressioni ottenute per le componenti di sforzo consentono inol-
tre di determinare in maniera semplice e rapida i parametri di defor
mazione e l'ampiezza delle lesioni,oltre al valore della curvatura
media al cracking, necessario per stabilire la relazione momenti-cur
vature medie nella fase successiva alla fessurazione stabilizzata.
Infine, con l'introduzione di ulteriori ipotesi semplificative, &
stato possibile attribuire alla relazione momenti-curvature medie
una forma analitica che ben si adatta alle risultanze sperimentali e
che risulta altresi in buon accordo con i risultati proposti ad esem
pio da Favre-Koprna-Putallaz (VIII), con riferimento alle indicazio=-
ni FIP/CEB (VI).

Concludendo, possiamo dire che il presente lavoro giunge, con rigore
e senza l'introduzione di parametri empirici di sorta, alla tratta-
zione della fessurazione delle travi semplicemente inflesse, consen-
tendo nel contempo rapiditd e semplicitd nelle applicazioni prati-
che.
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EFFETTI VISCOSI NELLE STRUTTURE IN C.A. A PARETE
SOTTILE CON ARMATURA A RETE BIDIREZIONALE

Michele BRIGANTE - Francesco RUSSO SPENA

Istituto di Scienza delle Costruzioni
Facolta di Ingegneria Universita di
NAPOLT

SOMMARIO

Con riferimento ad elementi in parete sottile in conglomerato arma-
to con rete simmetrica,si attira l'attenzione sulla rilevanza del
‘fenomeno viscoso. Gli autori propongono un modello elementare per
un'indagine qualitativa.

SUMMARY

The Authors examine the creep effects concrete beams having thin -
walled cross - section whose reinforcement is a symmetrical steel
net.

An elementary model for a qualitative analysis of the problem is
nroposed.

1. PREMESSA

L'influenza della viscositad nel comportamento specifico delle strut
ture & stato oggetto di ampi studi che hanno evidenziato,in modo
concreto e numerico,l'incidenza delle deformazioni susseguenti suil
risultati del calcolo [1 - 2 -3 -4 -5 -6 -7 -8 -9 - 10].
La letteratura scientifica [il - 12 - 13 - 14 - 15 - 16 - 17 ~- 183
& ricca di esemplificazioni che mostrano 1l'importanza delle fasi co
struttive,dei tempi di getto,dell'eta dei calcestruzzi e dei proble
mi di ridistribuzione di sforzi e di variazione dello schema di cal
colo. Il presente lavoro riguarda la ridistribuzione degli sforzi
nelle strutture in conglomerato armate con rete bidirezionale.

Lo stimolo a tale tipo di indagine & fornito proprio dal tema in di

- 59 -



battimento alla riunione annuale 1983 dell'AICAP su "strutture bidi
mensionali e curve in conglomerato cementizio". E' infatti prevedi
bileuna ripresa della diffusione di tale tipo di strutture,favorita
dalla divulgazione capillare del calcolo automatico ed,in contempo
ranea,dalla disponibilta di tecnologie e materiali di grande perfe
zione. Partendo da un recente studio degli Autori 19 ,si considera
una sezione sottile chiusa (o a cassone) di una trave da ponte in
c.a.jciascun elemento rettilineo della sezione & a spessore costan
te e la armatura di ciascun''foglio" & costituita da una maglia qua
drata simmetrica per rotazione di 90° e di passo '"p'". Nel citato la
voro 19 si mostra come la sezione possa considerarsi omogenea e co
‘me potessero costruirsi i domini limiti nel pianob, ¥.
L'omogeneizzazione della sezione permette cosi di procedere al cal
colo,nel continuo,dello stato tensionale in un generico punto P di
uno qualsiasi dei fogli della trave.

Dalla conoscenza dello stato tensionale nel punto P del foglio ed
attraverso l'uso di un modello di discretizzazione,che si propone,
si passa alla definizione degli "sforzi" che il calcestruzzo ed il
ferro sono chiamati ad equilibrare. Tale distribuzione,legata alla
geometria del modello, & usuale nella statica del cemento armato ed
utilizza il radicato presupposto della individuazione di bielle di
calcestruzzo ed acciaio in uno schema reticolare.

L'aspetto che si vuole mettere in rilievo & legato alla presenza di
elementi compressi nel modello,ed in particolare alla variazione
nel tempo degli sforzi nell'acciaio e del calcestruzzo. In questa
prima fase dello studio si mostra il problema nella sua generale im
postazione.

-E' intenzione degli Autori proporre delle indagini numeriche al fi
ne di valutare con precisione 1'incidenza del fenomeno viscoso.

2. L'ANALISI DELLO STATO TENSIONALE E LA DETERMINAZIONE DEGLI SFORZ

51 consideri un elemento guadrato di lato unitario di un generico
"foglio" armato con rete metallica; siadlo spessore del foglio ed
"a e "b" le direzioni delle barre di armatura;si indichi con & 1lo
angolo di inclinazione di una delle due famiglie di tondini,a 1'a
rea di ciascun tondino e "p" il passo della rete (fig. 1).

Al fine di procedere alla verifica puntuale del "foglio",é natural
mente necessaria la conoscenza delle distribuzioni degli sforzi tra
acciaio e calcestruzzo.

Si suppone percid noto lo stato tensionale &, ¥ nel punto P generi
coj;si riporta (in fig. 1.a) tale stato ten51ona1e

Dalle tensioni assegnate all'intorno di P si passa alla deflnlzlone
dello stato tensionale che si associa alle direzioni "a" e b, a
traverso la classica costruzione del cerchio di ‘Mdhr  di fig. 2.
Con grado di approssimazione accettabile ai fini applicativi,si puo
ritenere che i valori delle tensioni siano uniformi nell'elemento
di calcestruzzo di lato p,la cui frontiera & costituita dalla rete
metallica. La uniforme distribuzione & schematizzata nella stessa
Fig. 1.a con i valori della fig. 2.
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Si considerino agenti,per comodita operativa,le tensioni Ga e G’b e,
separatamente, le % , ;data la uniforme distribuzione prima ipottiz
zata,d'ora in avanti si fara riferimento alle risultanti delle ten
sioni normali e tangenziali sui lati dell'elemento prismatico e si

diranno Fa, Fb e Tab (fig. 3) e corrispondenti valori.
F = x B x 5
a a é
= B
F G% X X é
Tab= Zgb x B x

in cui il segno della forza & dipendente da quello delle tensioni

corrispondenti.

3. IL MODELLO PROPOSTO

La schematizzazione di fig. 3 consente di introdurre un efficace mo
dello di studio che permetta di definire la ripartizione delle for
ze fra gli elementi resistenti.

L'ipotesi che si assume alla base & che,nello stretto ambito dello
elemento prismatico di calcestruzzo nel modulo p della rete,possa
individuarsi un traliccio reticolare che garantisca l'equilibrio de
gli sforzi applicati. Si utilizzera la consueta prassi statica di
affidare al solo acciaio gli sforzi di trazione,ed alla sezione com

posta acciaio - calcestruzzo (o al solo calcestruzzo) gli sforzi di
compressione.

Lo schema reticolare che si individua per il calcolo & quello di
fig. 4 (*).

In prima approssimazione si suppone che le aree di calcestruzzo col
laboranti con ciascun elemento del traliccio siano una quota parte
di quella del reticolo. In particolare,per il caso delle forze di
fig. 4, si assume

AC_ B x § per i correnti perimetrali
é -1 . .

A _ B xOx e per i1 diagonale compresso
2

Applicando,separatamente,prima gli sforzi T b’ poi F ed F_ & possi
bile definire le forze agenti in ciascun elemento del reticolo.

In fig. 4.a & dato il caso delle T ; i correnti sono tesi,mentre
il diagonale é compresso. In fig. 2.b & dato i1l caso delle Fa,Fb;
per questa seconda condizione il diagonale & scarico mentre 1 cor
renti sono a due tesi e compressi.

Di seguito si esamina - tra i diversi assetti statici del traliccio
il caso dei correnti compressi.

(*¥) Il concetto delle bielle & ampiamente illustrato nella lettera
tura scientifica della statica del c.a. Per esso molti Autori
hanno proposto vari criteri di ripartizione delle aree,nel caso
in esame si assume il criterio proposto.in (20).
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4. LA RIDISTRIBUZIONE DELLE TENSIONI FRA CONGLOMERATO ED ARMATURE
NEGLI ELEMENTI COMPRESSI IN C.A.

L'elemento compresso di fig. 4.b & concettualmente identico ad un
pilastro soggetto a sforzo assiale N centrato (N 0);la N sia costan
te nel tempo,ed agisca dal tempo t = t

Sia N _(t) la parte assorbita dal conglgmerato,n - N (t) quindi quel
la assorbita dall'acciaio. Si trascuri la viscositd dell'acciaio;é
quindi,al tempo generico t>‘tc,assumendo il nucleo viscoso alla Wi

thney,
g ()2 N -ANole) ()
E(_,Ar
NG M o
£,(6) - . Je Wy(z) dow
Eb A[, EE, 'qb A

ove E ,A ed E_ A_ sono le grandezze elastiche e geometriche,rispet
tivamente,del calcestruzzo e dell'acciaio. '
Dalla . relazione 6f(t) = Eb(t),derivando rispetto a t si ottiene

_gt
dA/B +-MK’€ g A/@:) :O
dt

avendo posto.y_

Si ha quindi y ~pt
o4 /5 L.

/\/b(f): C 2 (a)

Per t = tc é Nb(t) = Nb* ; quindi

fooe
¥ oy @-2
N, = Ce

b

e la (2) si precisa in

- ¢t —@tc
» N(/p-(e %—-,e )
<

V€)= A | (2)
ed ancora ~ REe
WA
- 4,
Jow= My 2 ()
Inizialmente (t = tc) si ha
% *
N N =Ny
E
da cui,chiamando n il coefficiente di amplificazione T ’
i - E
e/M/ll rapporto Af ’ o
Ab-
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. - M (=)

4+VL/A/

% /L) ‘
Sy “)

1"

Si ha perciod

/()*; _ Ay . 4 G)

Af¥ NVFJV NL/&

e cioé lo sforzo N si ripartisce fra conglomerato e ferro in ragio
ne del rapporto fra l'area A_ del conglomerato e l'area amplificata
quf dell'acciaio.

Per T—wseo invece &

b

U7 S

2

o0 beo 4+ww/~

—_— [;C

; agfp e
New = Np L+ A (4"2 > (8)

e ancora

dove

~ (<)

Dalle (4) e (8) si trae

M‘aw - ____i_____- )
dove , - Pbc
4 - u\(/g-z
/f + ( 1"‘ L. > ( O)
Moo = M s - ftc !
- ay/p - e
2.

Dal confronto tra le (7) e (9) si trae che per t—e la ripartizione
di N fra conglomerato ed acciaio tende a quella che si avrebbe in
regime elastico se fosse n = neo ;per ottenere quindi Gp e &, si pud
operare con le formule (5) e (6),purché si usi il coefficiente di
amplificazione fittizio fornito dalla (10). Si riportano di seguito

i valori di n o, per diversi valori di n, di « ,e di/fL ; e per
tc = 0. In particolare le tabelle prevedono i casi di n = 8, n =10
n = 15; per ciascun valore di n é prevista la variazione ®=1,2,3;

con i valori cosi calcolati & eseguito un esempio numerico che evi
denzia il fenomeno decritto.
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0O e t

= Qo .
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\,(oa
. 0,2 0,4 0,6 0,8 1 2
(Y,
1 16,06 | 16,13 16,19 (16,25 (16,30 | 16,58
2 24,25 | 24,51 24,76 (25,00 | 25,25 | 26,42
3 32,58} 33,16| 33,73 |34,30 {34,88 | 37,73
’ = 10
Mn%
0,2 0,4 0,6 0,8 1 2
oL
1 20,104 20,19} 20,29 |20,38 (20,47 | 20,88
2 30,40 | 30,79 31,18 (31,56 |31,93 | 33,74
3 62,02 | 64,04} 66,06 |[68,07 (70,07 | 79,89
| = 15
400)A
0,2 0,4 0,6 0,8 1 2
o
1 30,22 | 30,43 30,64 130,83 | 31,02 { 31,87
2 45,85 | 46,76 | 47,62 |48,46 |49,28 | 53,12
3 62,02 | 64,04| 66,06 68,07 | 70,07 | 79,89
Naturalmente i suddetti valori sono i massimi,perché ottenuti

per



Si consideri la sezione

conseguente ad un passo della rete metalli

ca di 15 cm ed il "foglio" sia di spessore = 10 cm. La tensione
G:lo sia risultata pari a 70 kg/cmg. Si ha cosi
Fb = 70 x 15 x 10/2 = 3500 kg
AC = 75 cmq Af = 1,13 (4¢6) «q

_ 1,13 . 1,5 x 10

75

Dalle (5) e (6) si ricava

N*
b

2
]

Per= 3 ,p= 1 ,

2
- 3125 kg - - 41,67 kg/cm

1

Y
¢ 2
- 375 kg G} = 332 kg/cm

=0et-e ¢

Mgp= 36,305

e quindi,dalle (5) e (6)

Z
11

Se lo sforzo assiale,ad

2
30,20 kg/cm

- 2266 kg G; = -
2
- 1234 kg G} = - 1092 kg/cm

un certo tempo,si annulla,si restituisce

la parte elastica delle € j;resta uno stato di autotensione per cui
1 'acciaio & compresso ed il conglomerato & teso. Nel caso in esa

me,se l'annullamento di

G =

C

G =

N avviene in eta avanzata,é
+ 11,47 kg/cmq

- 760 kg/cmqg.

E' questa solo l'applicazione esemplificativa all'elemento compres
so. E' chiaro che il completamento delle verifiche prevede la som

ma degli effetti delle tensioni insorte per la combinazione dei ca
si di fig. 4.a e 4.b. Per brevita di esposizione non si riporta la

somma .
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fig. 5
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STUDIO SPERIMENTALE SUL COMPORTAMENTO CICLICO DI PANNELLI IN
CONGLOMERATO CEMENTIZIO SOLLECITATI NEL PROPRIO PIANO

Ester CANTU' e Paolo ZANON

Ricercatori presso il Dipartimento di Meccanica Strutturale
dell'Universita di Pavia

SOMMARIO

E' stata svolta un'indagine sperimentale su quattro pannelli armati
orizzontalmente e verticalmente. Il carico viene applicato alterna-
tivamente nella direzione delle due diagonali.

Si studia lo stato tensionale al centro dei pannelli prima della fes
surazione e si registra il comportamento ciclico dell'elemento duran
te tutta la prova fino a collasso. -
Si esaminano le modalita di rottura.

SUMMARY
The experimental analysis was performed on four elements horizontally
and vertically reinforced. The specimens were loaded cyclically in

diagonal compression.

The stress state at the centre of the panels before cracking and the
cyclic behaviour is recorded up to collapse.

The failure modes are examined.

1. INTRODUZIONE

Nelle strutture intelaiate in cemento armato cosl come in quelle a
setti portanti, la resistenza alle azioni orizzontali & generalmente
affidata ad idonee pareti di controvento. Queste, realizzate in con-
glomerato cementizio, armato secondo le due direzioni verticale e o-
rizzontale, in caso di azioni sismiche dovranno inoltre garantire un
comportamento sufficientemente duttile in fase fessurata.

Molti lavori a carattere sperimentale sono stati svolti da diversi
autori (r,II,III,IV,V,VI) con lo scopo di studiare la trasmissione
mutua di taglio tra le due facce di una fessura singola eventualmen-
te attraversata da armature per effetto di un aumento monotonico di
carico. Sono cosl stati proposti diversi modelli in grado di coglie-
re l'ingranamento delle facce della fessura, l'effetto bietta delle
armature, l'effetto di contenimento dei vincoli esterni e delle ar-
mature ecc.

Altri lavori sperimentali (VII,VIII,IX,X) sono inoltre stati rivolti
allo studio della trasmissione del taglio nel caso di carichi cicli-
ci con inversione di segno.
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La maggior parte di questi lavori assume come situazione iniziale
quella di elementi in c.a. gia fessurati secondo una o due direzioni
ortogonali con fessure parallele e di apertura nota.

Nel seguito si intende esporre il risultato di un'indagine sperimen=-
tale effettuata su elementi in c.a. sottoposti a cicli di compressio
ne diagonale.

In relazione al numero dei cicli ed all'intensita di carico raggiun-
ta nel corso della prova si manifesta un guadro fessurativo non scel
to a priori e soggetto a ciclica apertura e chiusura delle fessure
stesse,

2. PROVE SPERIMENTALI

Sono state effettuate prove cicliche di compressione diagonale su

4 elementi piani in c.a.

Parallelamente sono stati sottoposti allo stesso tipo di prova anche
degli elementi in muratura armata. Al fine di poter operare un con-
fronto tra i risultati ottenuti dalle due serie di prove, le dimen-
sioni e l'armatura degli elementi di calcestruzzo sono stati scelti
in base al criterio illustrato nel seguito. Ritenendo particolarmen
te interessante il confronto, in fase elastica, tra l'elemento in
muratura ed il suo corrispondente in c.a. allo scopo di controllare
le varie ipotesi sullo stato tensionale dell'elemento in condizioni
di compressione diagonale, si & scelto lo spessore dell'elemento in
c.a. in modo da ottenere che il carico di formazione delle fessure
fosse lo stesso per due elementi corrispondenti di muratura e di
c.a.

Le percentuali d'armatura(in direzione verticale ed orizzontale) a-
dottate per gli elementi in muratura armata erano modeste ma tali
da conferire all'elemento ., in fase successiva alla formazione del=-
le fessure, un comportamento ciclico soddisfacente ( XI ). Per i
corrispondenti elementi in c.a. sono state mantenute le stesse se-
zioni d'armatura verticale ed orizzontale.

- I quattro elementi uguali tra loro a coppie sono caratterizzati da
due diverse altezze come appare in Fig. 2.1 e Tabella 2.1.

T
|
|
]
J
%220%
3

]
7
]
J
—
L
}220 |

80

810

610

1050
1250

220

- —
- D
B

1030 l [ 250

] 220

i —

1030 | 250 i

Fig. 2.1 - Dimensioni ed armatura degli elementi piani in c.a.



Rapporto Larg. | Alt. P ) Inclinazione del
Elemento alt./larg. mm mm v h la diagonale o
TC1 e TC2 1.02 1030 1050 | 3.8%0 | 1% 46°
TC3 e TC4 1.21 1030 1250 | 38%0 | 1% 51°
Tabella 2.1 - Dimensioni degli elementi.

Il pannello, di spessore 8 cm , risulta compreso tra 2 cordoli di
spessore 25 cm, aventi le stesse dimensioni dei cordoli della cor-
rispondente serie di elementi in muratura. Le dimensioni dei cordo
li in c.a. tra cuil & compreso il pannello e le percentuali di arma
tura verticale ed orizzontale si mantengono immutate per tutti gli
elementi.
Le caratteristiche delle armature e del calcestruzzo utilizzati
nella confezione degli elementi, determinate da prove sperimentali,
sono raccolte in Tabella 2.2.
Gli elementi sono stati sottoposti a cicli di carico comprimendoli
alternativamente secondo le due diagonali con la stessa attrezzatu
ra (Flg 2.2) utlllzzata per le prove su pannelli in muratura.

' La dlSpOSlZlone delle basi
di misura & stata scelta
con criteri gia seguiti per
gli elementi inmuratura ar-
mata. Supponendo i cordoli
infinitamente rigidi, sono
state rilevate le variazio-
ni di lunghezza dei lati
verticali e di entrambe le
diagonali di ogni faccia.
E' stato misurato inoltre
lo scorrimento relativo tra
i due cordoli (Fig. 2.3).
Nel corso delle prove sono
stati registrati automatica
mente i diagrammi ciclici
carico-spostamento orizzon-
tale relativo, e carico-va-.
riazione di lunghezza in di
rezione di una diagonale.
Inocltre, allo scopo di inda
gare sull'effettivo stato
deformativo del pannello,
nella zona centrale sono
state disposte basi di Whit
temore. Tali rilevazioni so
no state effettuate sugli e
lementi TC3 e TC4 adottando

2.2 —vAttrezzatura per Erove di
compressione diagonale.

Fig.

] S @ T
; 7 AN AN
3
Fig. 2.3 - Strumenta
@ @ Q ® S ione degli elemen-
ti.
T < <

Faccida "a”



TABELLA 2.2 - Caratteristiche dei materiali

CALCESTRUZZO
Resistenza a compressione 30 N/mm2
Resistenza a trazione 2.3 2.5 N/mm2
(da prova brasiliana su cilindro)

ARMATURA VERTICALE (barre aderenza migliorata)
Diametro equivalente ) 10 mm
Tensione di snervamento fy 499 N/mm2
Tensione di rottura . 734 N/mm2
Allungamento a rottura 24 3

ARMATURA ORIZZONTALE (acciaio trafilato)
Diametro equivalente 0] 4.7 mm
Tensione di snervamento 588 N/mm2
Tensione di rottura 670 N/mm2
Allungamento a rottura 10 %

TC3a

o°

Jo°

Fig.

2.4 -
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TC4a

90°|

Disposizione delle basi di
a) per l'elemento TC3
b) per l'elemento TC4

Whittemore




due diverse disposizioni dei punti di misura. In particolare, per
quanto riguarda l'elemento TC3, le basi di Whittemore sono state di
sposte perpendicolarmente alle due diagonali, come si vede in Fig.
2.4(a). La Fig. 2.4(b) mostra invece la disposizione delle basi di
Whittemore adottata per 1l'elemento TC4 sulle due facce. Intorno al
centro dell'elemento le basi sono state disposte secondo ognuna del-
le diagonali, essenzialmente al fine di verificare la validita di di
verse ipotesi relative allo stato tensionale al centro dell'elemento.

3. DIVERSE IPOTESI RELATIVE ALLO STATO TENSIONALE IN FASE ELASTICA

Le osservazioni sperimentali condotte su elementi piani soggetti a
compressione diagonale dimostrano come il punto critico per la forma
zione delle fessure sia al centro dell'elemento stesso. D'altra par-
te, assumendo come parametro indicativo per la fessurazione la ten-
sione principale di trazione, vari autori hanno formulato diverse i-
potesi circa lo stato tensionale al centro del pannello. In base ad
esse & possibile determinare la tensione principale di trazione in
funzione del carico diagonale agente.

Per l'elemento di forma abbastanza prossima al quadrato pud essere
interessante assumere per lo stato tensionale al centro del pannello
i risultati ottenuti applicando la teoria dell'elasticita al caso
del disco caricato secondo il diametro (XII ). Tale disco risulta
inscritto nel pannello come si vede in Fig. 3.1. :

P L h N P
v mht - oFP - .528P
L %11 T mht 7 hto %1
N s
h _EL1 F— h ’
2P
e
// Tht 4P v -2}_5:—_6 1.6728 _
| Tht m I~ : “ht il
l h re t
Spessor
Fig. 3.1 ~ Stato tensionale al centro del pannello secondo la teoria

dell'elasticitd per il disco caricato secondo un diametro
a) e per l'elemento quadrato caricato secondo la diagona-
le b).

Nella stessa figura sono indicati i valori delle tensioni principali.
Una soluzione pilt accurata si pud ottenere risolvendo con i metodi
della teoria dell'elasticita il caso di un elemento quadrato caricato
su due vertici opposti con una forza agente nella direzione della dia
gonale (XIII). -
Lo stato tensionale che se ne ricava & indicato in Fig. 3.1(b).

I valori delle tensioni principali risultano quindi poco diversi da
quelli determinati assumendo l'ipotesi del disco caricato secondo un
diametro.

Il caso di un elemento di forma quadrata soggetto a compressione dia-
gonale & stato studiato anche mediante un modello ad elementi finiti
in (XIV ): il confronto con i risultati dell'analisi fotoelastica

( XV ) rivelatosi positivo ha consentito di estendere lo studio al ca
so in cui contemporaneamente al carico diagonale agisca un carico ai~

- 75 -



compressione uniformemente distribuito sui due lati orizzontali (ve~-
di Fig. 3.2a) e b)). La presenza del carico verticale distribuito e-
videntemente riduce il valore della tensione principale di trazione

e modifica l'orientamento delle tensioni principali. I risultati so-
no in Fig. 3.2.

| h , 5 4T % PIT
R ! L
h < . )
- ,t 1 T '
oI=.519 P/ht 0, OII O; OII
P 0, =1.683 p/ht 3

Fig. 3.2 - Stato tensionale al centro del pannello - calcolato con un
modello ad elementi finiti.

Le formulazioni fin qui illustrate si riferiscono ad elementi di for
ma quadrata: non sono quindi correttamente applicabili al caso degli
elementi provati. Infatti la presenza dei cordoli individua dei pan-
nelli rettangolari sui quali il carico non risulta applicato secondo
la diagonale. La risultante delle forze esterne non agisce infatti
sullo spigolo della porzione di pannello avente spessore pari a

80 mm , come appare in Fig. 3.3. ’

Il caso di un pannello caricato in condizioni analoghe a queste &

stato studiato da Turnfek e Ca&ovi& ( XVI ) con riferimento alla Fig.
3.4.

P
2]
/ /
/ /
ya / Fig. 3.3 - Direzione della
// : // risultante del carico sul
y B pannello interno all'elemen-
// / to.
5 |
P
v
T
e7——t_ - .
= ! / lv
L RS //*\\\
! g
Fig. 3.4 - Stato tensionale h Eﬁ 1_~’1 AW\ ///
al centro del pannello se- A T(g N [
condo ( XVI) /o 1 sm F“__E__J



Per valutare l'effetto di una qualsiasi combinazione di tensioni nor

mali e tangenziali sulla resistenza del muro si determina il valore

della tensione principale di trazione, che si assume come unico para

metro rappresentativo. Le ipotesi relative allo stato tensionale del

l'elemento infinitesimo al centro del pannello sono le sequenti:

- si prescinde dalla tensione normale orizzontale;

~ gulla faccia orizzontale dell'elemento agiscono le tensioni norma-

le e tangenziale, esprimibili in funzione delle componenti orizzonta

le e verticale del carico agente (vedi Fig. 3.4).

I risultati ottenuti con gqueste ipotesi sono confermati da analisi

fotoelastiche ( XV ) purcheé la forma del pannello rispetti il limite:
h

5 > 1.5

Se l'eccentricita longitudinale (vedi Fig. 3.4) é&:

b
e<€'

il limite suddetto pud abbassarsi a:

h
5 > 0.67

Al di sotto del limite indicato il valore ottenuto per la tensione
principale & superiore al valore reale.

Pud essere di qualche interesse confrontare i valori delle tensioni
ottenute applicando i criteri illustrati. Tale confronto, relativo
alle tensioni principali, alle tensioni normali orizzontale e verti-
cale ed alla tensione tangenziale al centro del pannello, & oggetto
della tabella 3.1 da cui appare come 1l'ipotesi assunta in ( XVI ) si
differenzi sostanzialmente dalle altre a causa dell'assenza di ten-
sioni normali in direzione orizzontale.

Pertanto, in considerazione del fatto che 1l'eccentricitd del carico
nelle prove sperimentali supera i limiti previsti in ( XVI ) e inol-
tre che la presenza dei cordoli incide sullo stato tensionale e de-
formativo del pannello, anche l'applicazione di quest'ultimo crite-
rio appare poco realistica.

4, COMPORTAMENTO IN CAMPO ELASTICO

Le misurazioni effettuate mediante le basi di Whittemore permettono

la valutazione dello stato deformativo al centro del pannello.

T,e rilevazioni relative all'elemento TC3 (Fig. 2.4a)) forniscono in
formazioni sull'andamento delle deformazioni della diagonale tesa.
Dalla rielaborazione delle letture relative ad ogni semiciclo si pud
valutare 1'intensita della tensione di trazione nel centro del pannel
lo in direzione normale alla diagonale. -
In particolare volendo esprimere la tensione di trazione oy mediante
una relazione del tipo:

_ P
o = Ky BT
dove P & il carico diagonale applicato
b & la larghezza dell'elemento
t & lo spessore dell'elemento,

il valore della costante ktottenibile dalle letture &:

kt = 0,99

L'analoga rielaborazione delle letture alle basi di Whittemore per
l'elemento TC4 (vedi Fig.2.4(b)) consente di determinare la costante
di proporzionalitd anche per la diagonale compressa (k).
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Si ottiene rispettivamente:

kt = 1.03

k 1.65

C

1]

I due valori ottenuti per kt risultano quindi in buon accordo fra di
loro.

pud essere interessante il confronto con i valori forniti in tabella
3.1. Facendo coincidere almeno in prima approssimazione, le direzioni
principali al centro del pannello con le direzioni delle diagonali,
il valore k _ precedentemente determinato risulta quasi coincidente
con il suo Corrispondente in tabella 3.1 assumendo il criterio di

( XIIT).

I1 valore del coefficiente k¢ ottenuto sperimentalmente appare inve~
ce assai maggiore di gquanto previsto in via approssimata con i calco
1i di tabella 3.1. Questo fatto imputabile alla forma degli elementi
provati evidenzia come l'effetto dei cordoli sia sostanzialmente
quello di esaltare la deformazione a taglio del pannello. Sulla scor
fa dello stato tensionale rilevato in fase elastica & quindi possibi
le prevedere il valore del carico per il quale la tensione di trazio-
ne raggiunge la resistenza del conglomerato. Si ottiene cosl un cari-
co P = 190 &+ 200 kN in perfetto accordo con i valori del carico di

fessurazione ottenuti sperimentalmente.

5. OSSERVAZIONI SUL COMPORTAMENTO CICLICO

Successivamente alla fase elastica, gli elementi sono stati sottopo-
sti a cicli di carico in modo da raggiungere la fessurazione e la
rottura.

In proposito il programma sperimentale prevedeva di effettuare due
tipi di prova, sottoponendo gli elementi gemelli di ogni coppia, uno
a cicli a deformazione imposta, l'altro a cicli a carico massimo.

I1 comportamento degli elementi provati e le modalita di rottura so-
no schematicamente sintetizzati in Tabella 5.1.

5.1. Prove cicliche a spostamento imposto

Gli elementi TC2 e TC3 sono stati sottoposti a diverse serie di ci-
cli di carico. Ognuna di queste serie era caratterizzata da un valo=
re prefissatod@lnmssimoSpostamentoorizzontale relativo. Lo scopo
di questa procedura & stato quello di verificare l'idoneita degli e-
lementi a sopportare cicli a spostamento costante in relazione al lo
ro degrado intrinseco e 1l'influenza di questo sul valore del carico
a rottura.

Allo scopo sono stati registrati i cicli di cui alle Figg. 5.1a e b ~
che rappresentano il valore dello spostamento orizzontale relativo in
funzione del carico diagonale applicato.

All'elemento TC2 sono state imposte due serie di cicli con scorrimen
to massimo rispettivamente pari a 0.5 mm e 2 mm mentre per l'ele~
mento TC3 si sono scelti limiti pari a 1 mm e 2 mm.

I1 comportamento dei due elementi & qualitativamente simile.

Dai diagrammi di Fig. 5.1a e b si rileva che il primo ciclo, dopo un
tratto rettilineo evidenzia,in corrispondenza dell'apertura delle
fessure,un brusco aumento di deformazione con successiva diminuzione
di rigidezza.Questopermettecomunqueunatﬂterioreripresadelcaricc.
I cicli seguenti, a parita di spostamento massimo, presentano una mode
rata degradazione della capacitd portante accompagnata perd da una
decrescente energia dissipata. L'area sottesa da ogni semiciclo ri-
sulta infatti diminuire al crescere del numero dei cicli.

Per entrambi gli elementi, il passaggio alla serie successiva (2 mm
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CARICO | CARICO| DISTORSIONE .
OTTURA
sLEM.| PROVA | FESS.NE | ULTIMO| ULT.REGISTR. MODALITA’ DI ROT

kN kN
Carico Rottura di tutte le
TC1 max. 195 410 0.0049 barre orizzontali
impo-
sto
Distor Rottura di tutte le
TC2 | sione 245 500 0.0046 barre orizzontali
impo-
sta
Distor Rottura del calce-
sione struzzo per taglio
TC3 impo- 195 340 0.0025 sulle sezioni di con

sta tatto con i cordoli
e successiva rottu-
ra di una barra oriz~

zontale.
Carico. Rottura di una bar-
TC4 max 200 270 0.0043 ra orizzontale
impo-
sto
Tabella 5.1 - Modalita di rottura osservate

per elemento TC3 e 3 mm . per 1'elemento TC4) @& caratterizzato dalla
rottura.

5.2. Prove cicliche a carico massimo

Le prove sugli elementi TC1 e TC4 sono state effettuate assumendo co
me parametro di controllo in ogni semiciclo il valore del carico.

In particolare l'elemento TC1 & stato sottoposto ad un ciclo comple~
to, raggiungendo in ogni semiciclo il carico di formazione delle fes
sure. A questo & seguito un incremento di carico fino a rottura
(Fig. 5.2a).

Per l'elemento TC4, invece, ogni semiciclo 2 stato effettuato rag-
giungendo il carico di formazione di una nuova fessura (Fig. 5.2b) .
IL,'esame della Fig. 5.2a consente di individuare i livelli di carico
ai quali corrisponde l'apertura delle fessure evidenziata da un bru-
sco aumento di deformazione.

L'analisi della Fig. 5.2b mette in evidenza ad ogni semiciclo un ra-
mo di carico caratterizzato dalla diminuzione di rigidezza all'aumen
tare del numero dei cicli. Il carico raggiunto in ogni semiciclo ri-
sulta crescente fino alla rottura.

Il comportamento sotto carichi alterni e le modalita di collasso sono
s#rgttamente connesse all'armatura adottata per i pannelli. Non si in
dividua infatti un funzionamento sufficientemente duttile. La scarsa
deﬁormabilité degli elementi, che appare dai diagrammi registrati
(Fig. 5.1 e 5.2) & imputabile essenzialmente alla ridotta quantita di
a;matura orizzontale ed al suo modesto allungamento a rottura. Essen-
21a}e ngl definire le condizioni di rottura appare il tipo di sol-
l§01taz1one ciclica imposta all'elemento. Questa causa la formazione
di un numero limitato di fessure nelle quali l'armatura & chiamata a

- 81 -



Fig. 6.1 - Meccanismo di rottu-~ Fig. 6.2 - Meccanismo di rottura
ra dell'elemento TC1 dell'elemento TC2

Fig. 6.3 - Meccanismo di rottu- . Fig. 6.4 - Meccanismo di rottura
ra dell'elemento TC3 : dell'elemento TC4
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contribuire in modo determinante per l'equilibrio. L'aderenza tra
acciaio e conglomerato limita la lunghezza di barra su cui si con
centrano gli sforzi. In queste condizioni lo snervamento interes-
sa un breve tratto di barra in corrispondenza della fessura e si

osservano quindi modesti allungamenti plastici totali prima della
rottura.

6. MODALITA' DI ROTTURA

Le osservazioni sperimentali permettono di rilevare la formazione in
ogni elemento di una o pill fessure inclinate a 45° indipendentemente
-dal rapporto tra i lati. Cid appare abbastanza chiaramente dll'osser
vazione degli elementi a rottura avvenuta (vedi Figg. 6.1, 6.2, 6.3,
6.4). Inoltre si osserva anche che in corrispondenza del carico ulti
mo si manifesta la rottu
ra di una o piu barre o-.
rizzontali e la deforma-
zione delle barre verti-
cali a causa del funzio-
namento a bietta (vedi
Fig.6.5).
In base alle osservazioni
precedenti si pud ritene
re che la fessura (o le
fessure) si formi nella
zona centrale del pannel
lo e da 11 si estenda
successivamente in dire-
zione dei vertici all'au
mentare del carico, fino
a raggiungere i cordoli
orizzontali. In tali con
- ' dizioni si pud ipotizza-
Fig. 6.5 = Stato dell'armatura al momento re che su ognuna delle
del collasso. due parti in cui pud pen
sarsi suddiviso il pan-—
nello agiscano le componenti orizzontale (H) e verticale (V) del ca-
rico esterno e le forze agenti sul piano di rottura.
In generale queste possono essere:
- azioni tangenziali (T1 e T2) e normali (N1 e N2) sulle sezioni di
contatto con il cordolo;
- azioni tangenziali (T;) lungo la fessura dovute ad ingranamento de
gli inerti ed effetto bietta dell'armatura verticale;
~ azioni orizzontali (H;) dovute all'armatura orizzontale.
Lo schema illustrato & stato applicato al caso degli elementi TC3 e
TC4.
Le misurazioni sperimentali e le modalita di rottura evidenziano
che al momento del collasso le due porzioni dell‘elemento si separa-
no con un movimento di traslazione orizzontale. Cid consente di tra-
scurare il contributo delle azioni tangenziali derivanti dall'ingra-
namento degli inerti lungo i lembi della fessura.
In queste condizioni le due porzioni dell'elemento risultano colle-
gate dalle armature e dal calcestruzzo ancora integro nella parte e-
strema delle sezioni di innesto tra pannello e cordoli. A rottura si
ipotizza il cedimento del calcestruzzo in tali sezioni per il rag-
giungimento della resistenza alle tensioni tangenziali seguito dalla
rottura delle barre orizzontali. Le precedenti assunzioni sulle mo-
dalitd di rottura si basano sulle osservazioni sperimentali.
Lo schema relativo alle forze agenti su meta pannello (Fig. 6.6) a
rottura & stato applicato ai casi sperimentali.
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Si verifica che la rottura dell'e
lemento TC3 avviene per raggiungi
mento della tensione tangeziale I1
mite del calcestruzzo lungo i
tratti orizzontali della linea di
rottura di Fig.6.6, all'innesto
tra pannello e cordoli. La rottu-
ra del calcestruzzo & seguita da
quella delle barre orizzontali.
Pcr l'elemento TC4, sottoposto ad
una serie di cicli a carico impo-
sto, con conseguente formazione
di un numero pil elevato di fessu
re, si manifesta un accumulo di
deformazioni residue causate dal-
"l'incuneamento di particelle
sciolte tra le facce della fessura.
Tale accumulo conduce al raggiun-
gimento di una deformazione tale
da comportare la rottura delle
barre orizzontali.

L'applicazione dello schema gia
illustrato si rivela in accordo
con il meccanismo di collasso os- Fig.6.6 - Componenti di sollecita
servato sperimentalmente. Questo zione sul piano della fessura.
coinvolge la rottura di due barre

orizzontali e la successiva crisi delle sezioni di conglomerato a con
tatto con i cordoli

Analogo comportamento & stato osservato per gli elementi TC1 e TC2,
nei quali si & manifestata la rottura di tutte le barre orlzzontall
per raggiungimento della deformazione limite dell'acciaio.

La rottura avviene in corrispondenza di carichi maggiori, rispetto
agli elementi precedenti, in conseguenza della forma, tale per cui

la diagonale geometrica degli elementi coincide con la direzione di
applicazione del carico.

7. CONCLUSIONI

Le osservazioni sperimentali precedentemente illustrate richiamano
l'attenzione su alcune caratteristiche del comportamento dei pannel
1li.

In fase elastica non & possibile la sempice utilizzazione dei risul
tati derivati dall'applicazione dei metodi della teoria dell'elasti
cita. Infatti, nei casi esaminati, hanno fondamentale importanza la
presenza dei cordoli orizzontali rigidi e le modalitd con cui que-
sti trasferiscono il carico esterno al pannello avente spessore in-
feriore rispetto ai cordoli.

Il comportamento ciclico successivo alla deformazione delle fessure
¢ condizionato in modo fondamentale sia dalle modalitd di prova,sia
soprattutto dall'armatura (disposizione e quantitd).

Non si individua un comportamento sufficientemente duttile, a causa
della rottura delle barre orizzontali, caratterizzate da modesto al
lungamento a rottura.

Alla luce di quest'ultima considerazione, si 1mpone un'estensione
del programma sperimentale, tesa a valutare l'influeza della diver-
sa duttilita dell'armatura sul comportamento dei pannelli.

Il presente lavoro é stato svolto con il finanziamento del MPI, (40% det fondi
per la ricerca scientifica).
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I RAPPORTI DI SNELLEZZA LIMITE DELLE PIASTRE IN C.A. ALLA
LUCE DELL'ANALISI NON LINEARE
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SOMMARIO

Nel presente lavoro viene presentato uno studio parametrico su pia-
stre in C.A. soggette a diverse condizioni di vincolo, effettuato u
tilizzando un programma di calcolo non lineare che assimila il con-
tinuo bidimensionale a un graticcio di travi equivalenti, allo sco-
po di determinare a quali valori di deformazione relativa corrispon
dono,; nei casi pil sfavorevoli, i rapporti di snellezza limite fis-
sata dalla Normativa Italiana e dal Model Code del CEB.

SUMMARY

A parametric study on R.C. slabs is presented, performed using a non
linear program, in which the slab is modelled as an "equivalent
grid", with the aim of determining the deformations corresponding,
in the most unfavourable cases, to the slenderness limits

prescribed by the Italian and CEB Codes.

1. INTRODUZIONE

Nella progettazione delle piastre inC.A. assume particolare importan-
za laverifica delle frecce in condizione di esercizio; da tale verifica
dipende assai di frequente la scelta dello spessore della piastra conside
rata; d'altra parte l'esperienza accumulata nell'utilizzazione di que-
sto tipo di struttura, rivela che molto spesso si verificano danni prodot
ti da una deformazione eccessiva; tali danni non sono dovuti, in molti
casi, ad applicazione di sovraccarichi superiori aguelli previsti in se
de di progetto, Mma semplicemente al fatto che non si ¢ dedicata sufficien
te attenzione alla verifica dello stato limite di deformazione.
D'altra parte il calcolo lineare elastico, mentre pud essere utiliz-
zato in modo efficace per determinare la capacita portante di una
piastra, si rivela del tutto inadeguato ai fini di una precisa deter
minazione delle deformazioni.
Per ottenere tale risultato & necessario tenere conto dei fenomeni
fessurativi che si instaurano nel calcestruzzo, delle deformazioni
viscose e della non linearita della legge costitutiva del calcestruz
ZO.
Per simulare tali fenomeni un calcolo di tipo non lineare diventa
necessario. D'altra parte un tale tipo di calcolo richiede l'uso di
programmi complessi e una accurata taratura dei dati che definiscono
il comportamento dei materiali. Cid non & sempre pratico ne¢ possibi
le in sede di progettazione.
Per tale motivo sono state formulate recentemente alcune proposte
per una determinazione approssimata delle frecce in esercizio (V)
(VIII), sulla cui validita sono tuttora in corso verifiche e control
1li.
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Inoltre le varie normative (VI) (VII)(XI) e, in particolare quella I-
taliana hanno fissato dei limiti di "snellezza al disotto dei quali
la verifica della freccia in esercizio pud essere omessa.

Tali limiti dovrebbero essere, come & facile immaginare, cautelativi.
Tuttavia, poiche la deformazione accettabile varia a seconda dell 'u-
so cul e destinata la struttura, & bene che il progettista conosca a
quali frecce relative corrispondano, nei casi pilt sfavorevoli, i 1li-
miti di snellezza visti.

Si e pertanto effettuato uno studio parametrico su piastre quadrate,
utilizzando un programma per l‘'analisi non lineare,che assimila il
continuo bidimensionale a un graticcio di travi equivalenti.

La validita del procedimento e la taratura dei coefficienti usati,
sulla base di confronti con prove sperimentali, sono stati ampiamen-
te illustrati in uno studio precedente (XII).

Lo studio parametrico visto, opportunamente completato e ampliato,
consente inoltre il tracciamento di grafici per la determinazione di
retta delle frecce in esercizio.

2. IL METODO DEL "GRATICCIO EQUIVALENTE" PER L'ANALISI NON LINEARE
DI PIASTRE IN C.A.

Tale metodo & illustrato in dettaglio in (XII) (III).
Vengono qui di seguito riassunte le caratteristiche fondamentali del
procedimento, omettendo le sue possibili varianti (XIII).
- La piastra in esame viene suddivisa idealmente in 2 serie di stri
sce ortogonali parallele ai lati (Fig.1).
—- Si suppone che ogni striscia si comporti come una trave (tenendo
perd conto dell'effetto di Poisson).
= Il "graticcio" risultante viene calcolato mediante un programma
non lineare incrementale, che tiene conto della fessurazione del-
le travi equivalenti, dell'effetto irrigidente del calcestruzzo
teso fra le fessure ("Tension Stiffening"), del comportamento pla
stico dei materiali e, infine, della viscositd del calcestruzzo.
Esaminiamo ora, con maggior dettaglio, alcuni di guesti punti.
‘Per quanto riguarda la fessurazione e il "tension stiffening", essi
vengono simulati utilizzando il procedimento illustrato in (IT), che
viene pertanto esteso alle travi del graticcio equivalente.
La fessurazione viene introdotta quando, in un determinato elemento
del graticcio verifica la condizione seguente

Mprinc > MCR
essendo M., il momento di fessurazione della trave equivalente e
Mprine il momento principale massimo nella piastra equivalente al
graticcio in quel punto; si fa infatti l'ipotesi semplificativa che,
in tale piastra, le fessure si formino secondo le linee isostatiche.
Nel caso particolare di piastre quadrate il momento principale & da-
to da
= MX + MTX
essendo M, ed M rispettivamente il momento flettente e torcente a-
genti nel%a trave equivalente.
Per quanto riguarda il comportamento elasto-plastico dei materiali,
si introduce come gid ripetutamente fatto in programmi di questo ti-
po, il concetto astratto di modulo elastico equivalente del calce-
struzzo armato.

M,
princ

E )(Mprinc)n

E = B, -(B, -
tg tg "pl Myu

cor
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dove e:

Etg = modulo elastico tangente del calcestruzzo

E 1= modulo elastico residuo dell'elemento dopo la plasticizzazione
P della sezione

Moy = momento di plsticizzazione della sezione della trave equivalen
Y te

n = coefficiente empirico derivante da confronti con prove speri-

mentali (& stato assunto pari a 1.80; vedi (XII)).

Per quanto riguarda la legge di applicazione dei carichi e stato a-
dottato il seguente criterio che simula in metodo ragionevole la si-
tuazione reale (Fig.2).

-~ T carichi permanenti e semipermanenti sono stati applicati nei pri
mi 5 passi di carico.

- Nei passi da 6 a 9 & stato simulato il comportamento viscoso, man-
tenendo costante il carico e ricalcolando ad ogni passo la struttu
ra, utilizzando diagrammi momento-curvatura traslati di una quanti
ta K¢ (ty,t) dove K & la curvatura istantanea, ¢ (ty,t) il coefficien
te di viscosita.

Tali passi corrispondono pertanto non ad un incremento di carico,

ma bensl a incrementi costanti di tempo a partire dal tempo di ca-
rico t_ fino a giungere al tempo t, in cui il fenomeno viscoso puod
essere considerato esaurito. Dettagli sul procedimento di simula-

zione della viscositd possono essere trovati in (II).

- Nei passi da 10 a 14 & stato applicato il carico variabile g fino
al raggiungimento del carico di esercizio.

L'evoluzione della freccia in mezzeria in un caso tipico, in funzio-

ne dell'incremento dei carichi e del trascorrere del tempo & rappre-

sentato sulla Fig.3, per diversi valori di fck'

3. LIMITI DI SNELLEZZA DELLE PIASTRE SECONDO LE NORMATIVE ITALIANE
E CEB

Nella tabella 1 sono riportati i limiti di snellezza al disotto dei
guali pud essere omessa la verifica dello stato limite di deformazio
ne delle piastre. Sono riportati i limiti relativi alla normativa I-
taliana e quelli relativi al "Model Code" del CEB.

PIASTRE APPOGGIATE PIASTRE INCASTRATE

REG. ITALIANO 1/h < 20 (1 < 10m) 1/h < 26
MODEL CODE CEB 1/h < 30 (1 < 5m) 1/h < 50

Tabella 1 - Limiti di snellezza 1/h

Come risulta da tale tabella, il Regolamento Italiano ammette l'omis
sione del calcolo della freccia per piastre fino a 10 m. di luce,men
tre il Model Code del CEB limita tale semplificazione piastre fino
a 5 m. di luce- (con snellezza limite tuttavia -sensibilmente superio-
re) .

La situazione pil sfavorevole, per guanto riguarda la freccia relati
va f/1, si verifica per le luci maggiori.

E' vero infatti che, ragionando secondo 1l'ottica del calcolo lineare
1'incremento della freccia, mantenendo costante la snellezza, & pro-
porzionale alla 4% potenza della luce, mentre la rigidezza EJ lo @&
alla terza potenza dello spessore) e quindi la freccia relativa
f/1 non dovrebbe mutare all'aumentare della luce per un determinato
carico totale; d'altra parte perd all'aumentare dello spessore aumen

- 89 -



ta proporzionalmente il peso proprio della struttura; pertanto per
un determinato carico variabile applicato (e quindi a parita di con
dizioni di utilizzazione) f/1 aumenta aumentando la luce.

4. STUDIO PARAMETRICO EFFETTUATO

Per quanto detto al paragrafo precedente, e visti gli scopi della
presente ricerca, limitati alla verifica dei limiti di snellezza
delle normative citate, si & effettuato lo studio parametrico seguen
te:

a) Si sono considerate piastre quadrate uniformemente caricate aven-
ti luci di 10 m. e di 5 m., con snellezze s pari a 20 (in entrambi i
casi) a 30 e 50 (soloper 1 = 5 m,).

b) Si sono considerate due condizioni di vincolo: piastre appoggiate
e incastrate lungo tutto il contorno.

c) I carichi permanenti e semipermanenti non sono stati assunti come
variabili indipendenti, in quanto per ogni caso sono stati calcolati
mediante la formula seguente:

g =Y h . 1.20
essendo h lo spessore della piastra, Yo (= 25 kN/m3) il peso specifi
co del calcestruzzo armato. .
I1 coefficiente di maggiorazione 1.20 tiene conto dei carichi perma-
nenti e semipermanenti non facenti parte del peso proprio della
struttura.
d) Si sono considerati valori della resistenza caratteristica del
calcestruzzo varianti da 15 a 40 MPa, con un unico valore della resi

stenza snervamento dell'‘acciaio fs = 400 MPa
e) Si sono considerati carichi vaBiabili g, varianti da 0 a 30
kN/mq.

f) La progettazione delle armature & stata effettuata con il metodo
elastico, allo stato limite ultimo utilizzando le prescrizioni del
Regolamento Italiano (XI).

- g) Per ogni casc & stata effettuata un'analisi non lineare evolutiva,
adottando la storia di carico descritta precedentemente, simulando
le deformazioni viscose e adottando un valore del coefficiente di vi
scositd pari a ¢ = 2.2. -
Riassumendo, le variabili indipendenti assunte nello studio parame-
trico effettuato, sono le seguenti:

VARIABILE INDIPENDENTE N? VALORI CONSIDERATI

Luce piastra
Snellezza

Carico variabile
Resistenza f
Coefficientec%

Endi V1 BEN BN N 6]

Tabella 2 - Variabili indipendenti dello studio parametrico.

Sulle figure da 4 a 8 sono stati riportati i diagrammi delle frecce
relative in funzione dei carichi variabili per i vari casi che sono
stati considerati. La freccia corrispondente a g=0 rappresenta la
deformazione dovuta ai carichi permanenti a deformazioni viscose e-
saurite.

Si noti che ad ogni punto dei diagrammi citati corrisponde un‘'anali
si non lineare effettuata su uno specifico progetto delle armature;
tali curve non rappresentano pertanto 1'evoluzione della freccia
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al crescere del carico per uno specifico caso (') (?).

Per tale motivo esse possono essere utilizzate per una diretta,e as-
sai precisa, determinazione delle freccie in esercizio per piastre
quadrate progettate secondo la teoria lineare.

5. OSSERVAZIONE SUI RISULTATI OTTENUTI - CONCLUSIONI

I risultati ottenuti relativi a una limitata, ma significativa serie
di casi, consentono di affermare che, almeno per quanto riguarda le
piastre quadrate in C.A., i limiti di snellezza prescritti dalla nor-
mativa Italiana sono ampiamente cautelativi e applicabili quindi in
piena sicurezza. Per quanto riguarda i limiti prescritti dal CEB, si
sono invece ottenuti,in alcuni casi limite, valori delle frecce che
devono essere considerati elevati e non sempre accettabili. Si veda
ad esempio il caso di piastraappoggiata con luce L = 5 m,, snellez-
za 30 e £, = 15 MPa (Fig. 7).

Nei casi piu sfavorevoli si sono ottenuti i valori massimi della
freccia relativa indicata nella tabella seguente:

PIASTRA L{(m) L/h . f/L

MAX
Appoggiata 10 20 1/783 LIMITI R.I.
Incastrata 10 26 1/1600
Appoggiata 5 20 1/1138
Appoggiata 5 30 1/340 LIMITI MODEL CODE
Incastrata 5 50 : 1/427 CEB

Tabella 3 - Valori massimi delle frecce relative (per Q = 30 kN/m2)

Sarebbe quindi possibile e anzi opportuno elevare i limiti del Rego-
lamento Italiano, almeno per le situazioni pill comuni e verificabili.
L'estensione dello studio effettuato e 1l'adozione di diagrammi analo
ghi a quelli riportati permetterebbero inoltre di ottenere diretta-
mente i valori della freccia in esercizio in numerosi casi, evitando
cosl le difficoltd e le incertezze connesse a un calcolo di questo
tipo.

Si noti inoltre che i diagrammi presentati si riferiscono a piastre
progettate secondo la teoria lineare, come del resto prescritto dal
Regolamento Italiano ai fini della validitad dei limiti di snellezza
visti.

Qualora il progetto delle armature venisse eseguito secondo la teo-
ria della plasticitd, il problema della verifica delle frecce in e-
sercizio assumerebbe un'importanza ancora maggiore; sara oggetto per
tanto di uno studio successivo .1'approntamento di uno studio para-
metrico relativo a questo caso.

Si noti da ultimo che, essendo il comportamento non lineare delle
strutture in C.A. in esercizio dovuto essenzialmente al fenomeno del
la fessurazione, tale comportamento si accentua assai rapidamente al
diminuire della qualita del calcestruzzo,

(') Quest'ultima situazione & invece rappresentata dai diagrammi di
Fig.3

2 ~ (] s » ] 0]

() Le curve cosl tracciate possono_in alcuni casi (Fig.7,8) assume-
re un andamento con la conhvessita verso }'alto (per 'grandi snellez
ze e quindi alte percentuali d'armatura -~
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INSTABILITA'FLESSOTCRSIONALE A COLLAELSO
DI ELEMENTI PREFABBRICATI IN C.A. E C.A.P, A PROFILO APERTO IN

PARETE SOTTILE(l )

Gian Michele Cocchi

Istituto di Scienza e Tecnica delle Costruzioni
dell'Universita di Ancona

SOMMARTIO

Viene analizzato il comportamento precritico,postcritico ed a collas-
so di elementi prefabbricati in parete sottile a profilo aperto in re-
gime non lineare mediante curvecaratteristiche carico-spostamento rica-
vate con un procedimento iterativo incrementale alle differenze finite.

SUMMARY

The author analyses the nonlinear behaviour of precast thin walled e-
lements under prebuckling,postbuckling and collapse loads by means of
typical load-displacements curves obtained with an incremental iterati-
ve finite difference method.

1.PREMESSA

Welle costruzioni prefabbricate & frequente l'impiego di elementi in
narete sottile,coq@ezioni aperte,per la realizzazione di impalcati e
coperture di edifici civili e industriali.La forma delle sezioni deri-
va da necessita costruttive,ad esempio per predisporre sulle travi prin-
cipali 1l'appoggio delle strutture secondarie e da necessita statiche,
per incrementare il rendimento della sezione a parita di peso mediante
spessori molto esigui e inerzie elevate.La progettazione di questi e-
lementi comporta lo studio di svariati e complessi fenomeni, alcuni gia
trattati.Nell'analisi della sicurezza degli elementi in titolo non ¢
nossibile prescindere dalla mutua interferenza dei fenomeni di insta-
bilita con quelli relativi al comportamento non lineare del materiale.
Infatti in esercizio,ma soprattutto durante il trasporto e il montag-
gio,l'elemento,soggetto ad azioni elevate e non previste ed in presen-
za di resistenze del calcestruzzo e grado di vincolo ridotti,pud subi-
re un collasso improvviso o deformazioni irreversibili,cosl come & sta-
to osservato.S1 vuole dunque affrontare il problema della previsione
del comportamento limitando 1l'indagine ad elementi di sezione costan-
te.Si vuole evidenziare 1'influenza della deformabilita trasversale
della sezione e del modo di applicazione dei carichi,poiché durante le
fasi transitorie si hanno configurazioni di carico dissimmetriche co-
me ad esempio durante il montaggio di elementi secondari su altri a
forma difto J .Inoltre non pud essere trascurata 1l'influenza dell'ar-
matura longitudinale e della precompressione essendosi notato che que-
sta pud essere favorevole o sfavorevole in alcuni casi.In guanto segues
si suppone trascurabile 1'influenza dei fenomeni viscosi,avendo sup-

{1)Ricerca svolta con il contributo del C.N.R.
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posto che la situazione di collasso sia provocata dall'incremento i-
stantaneo dei carichi e che eventuali deformazioni differite non in-
fluiscano sul fenomeno dello sbandamento laterale.Quest'ultima ipote-
si & verificata sia in esercizio,in quanto l'elemento & spesso vinco-
lato lateralmente da altri formanti impalcato di copertura,sia nelle
fasi transitorie,in quanto i carichi agenti non sono di lunga durata.

2.ANALISI DEL PROBLEMA

L'analisi statica di elementi in parete sottile

% stata affrontata ipotizzando il materiale il- et
limitatamente elastico lineare,spostamenti infi-
nitesimi,deformazioni di scorrimento tra genera-

trici e direttrici del profilo trascurabili e —

parziale o totale indeformabilitd trasversale (Iff) <:::_£i:4::§\//
Per le ultime due ipotesi la deformata dell'ele- ”f::;;:k%,

mento risulta ccmpletamente individuata dalle - —i

componenti di spostamento v(x),w(x),¢(x)(fig.1b)
della generica sezione.Per la prima l'energia di
deformazione dipende da costanti elasto-geometri-
chie,ma non dal valore dei carichi.Le equazioni
differenziali di equilibrio nella configurazione
deformata,i?g}viduata dalle funzioni spostamen-
to suddette ;in presenza di un'azione assiale
costante P applicata nel baricentro(fig.la)e di azioni flettenti co-
stantl agenti nei piani zx e yx risultano(X):

BT wii(x) + P wi(x) +(Py M )¢ (x) =0
N 0o z

E J QIV(X) + P v"(x) -(P z -M )@"(x) =0
Z c ¥y

W J +J ]

B - |K - P - - +(P M " ~-(P -M " =0
SO0 - [k - ey 1,5 = MR RGOH(P y - w (0=(P 2 < v ()
con le condizioni ai limiti(¥X ) dove per la sezione di ascissa x si &
indicato con J ,J rispettivamente i momenti d'inerzia baricentrici
attorno agli assi’z e y,A l'area,B la rigidezza di ingobbamento,K la
rigidezza torsionale e con: W

3 2
ﬁ%:: ! (//,y dA‘+‘/z y dA) -2 yo

2) J A A

5 ,
zy dA + z3 dA -2 z
o]

A

FIG.1,

B

It
g, "
N
—
>\

Dalle precedenti,sempre soddisfatte dalla solu-
zione banale relativa alla configurazione inde-
formata,sono stati ricavati i valori critici di
P o delle azioni M ,M per le quali esiste una
soluzione non banafe %elativa ad una configura-
zione deformata poco discosta dalla precedente.
Si & osservato che la forma della deformata cri-
L tica e P ,per M_=M =0,dipendono dai mutui rap-
porti fra le rigfde%ze flessionali, torsionali,di
ingobbamento,e dai valori zo,yo,cioé dal grado
di simmetria e dalla conformazione del profilo;
In paricolare quando questo & doppiamente simme-
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trico,si ha instabilita torsionale o flessioncle
Fle.1, se le rigidezze torsionali e di ingobbamento so-
no rispettivamente molto minori o maggiori di
quelle flessionali.Nel caso di profilo dissimme-
trico si hanno valori critici minori di quelli
ottenibili nel caso precedente per l'accoppiamen-
to della torsione con la flessione.Si é osserva-
to che quando Mze M sono diversi da zero,con P=0
e la sezione & simmgtrica o dissimmetrica,pud a-
versi instabilita per piccoli valori delle azio-
ni flettenti se il valore di una rigidezza fles-
sionale & molto maggiore del valore dell'altra e
quando le rigidezze torsionali e d'ingobbamento
sono piccole,come accade per le travi alte con
sezionirettangolari o a T;mentre se EJ e EJ so-
, no dello stesso ordine di grandezza pug ave%si
instabilita per valori limitati delle azioni flettenti soltanto se K
e B sono molto piccoli,come accade per le sezioni a croce a L,V etc.
Nelwcaso di valori non piccoli delle rigidezze torsionali e di ingob-
pamento si hanno elevati momenti critici.Se invece P#0,M #0,M #0,come
quando l'elemento & sollevato mediante cavi inclinati rispett all'as-
se 1ongitudinale,si hanno valori tanto minori d4di P gquanto piu il cen-
tro di pressione & distante dal centro O a causa de 1'accoppiamento
della flessione con la torsione.Quanto precede deve perd essere modi-
ficato in presenza di componenti di carico pz(x),py(x) (fig.1lc).Risul-
ta:

EJwaV(x)+Pw"(x)-Mé(x)t{)'(x) N [pyo-Mz(xM(x) =p_(x)

EJZVIV(X)+PV”(X)—M§(X)?(x) +£on—My(xﬂ€kx) =py(X)

1\ " )
B, ¢ (0-[x- 2ty P_MZ(X)BZ-My(x)By]kF(x)—[Mé(X)BZ+M§,(x)/3y]\f’(x)_

—Mé(x)w'(x)—M&(x)v'(x)~[PyOmMz(xﬂ w"(x)—[on~My(xﬂ v (x)=

=pZ(x)ey—py(x)eztpz(x)eZW(x)jpy(X)eyY(x>

In questo caso per la presenza di p (x),p (x) le (3)non sono piu sod-
disfatte da valori nulli delle funzioni spostamento e quindi la gene-
rica configurazione di equilibrio € deformata.Questa situazione e ti-
pica delle fasi di montaggio di elementi principali a profilo simmetri-
co,ma caricati solo da un lato da elementi secondari costituenti im-
palcato o della fase di esercizio quando i primi sono elementi di bor-
do e infine quando hanno profili dissimmetrici.Non & possibile quindi
applicare il criterio precedente per determinare il carico critico,se
non nel caso di profili a T o doppio T di considerevole altezza per i
quali,come & noto,si pud ricavare il carico critico verticale trascu-
rando l'effetto degli spostamenti w(x) e supponendo che e _=e =0 & |
Nel caso piu generale di profili con dimensioni trasversa¥i éello stes-
so ordine di arandezza e con ez,ey¢0 si possono ottenere utili indica-

(2)La componente in direzione x,trascurando l'effetto dell'azione as-
]

siale,risulta: u(x,y,z)=—zw'(x)-yv'(x)-w(z,y)¥(x) con« (z,y) coordi-

nata settoriale del generico punto della sezione. '
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zioni,ad esempio nel caso di vincoli a cerniera alle estremita longi-
tudinali per la flessione nei piani zx,yx e di incastro per la torsio-
ne,sviluppando le funzioni spostamento e carico in serie sinusoidali :

w(x)=2 w,sen(inx/L) , v(x):g.v,sen(iﬂx/L) , V(x):g.?,sen(iﬂx/L)
vid i i “ii
4)pz(x)=§ipzisen(iﬂx/L) , py(x):;ipyisen(in/L) ,
M (x)=%. M .sen(iTx/L) , M (x):?,M .sen(imx/L)
z Ti zi y 71 yi

nelle quali pz.,p i,M i,M . sono opportuni valori che dipendono dalla
distribuzione éeiycarlchiYﬁalle precedenti,integrando tra O e L,risol-
vendo,ad esempio per il primo termine della serie si ottiene:

1 2 2 1 2 2
w, = Ap, L7/m4Dy v, = Ap L7/M74BY)
P _p P -p Y
L -2(- - P -P D(P -P B(P -P
le ‘ ( pzley+pylez)(Py P Z )+pzl ( 4 )+py1 ( y )
) L

I (P -P)(P -P 2W'(JerJy)(%—P)—”(M B+M R)+ Che T D%P —P)+B%P -P)
y z [ S Y A R le yly J— —_— z, N

. . . . L 2 2L

dove si sono indicati con

2 2 2 2 2, 2. .
P =T'EJ /L°,P =TEJ /L5 = A (K-B °/L%),D=-2Py_+mM__,
6) y Y I,
B=-2P ™™™ C=
Zo7 y1’ pzlez+pyley’

rispettivamente i carichi critici euleriani per sola flessione latera-
le nei piani xz,xy,e per sola deformazione torsionale,e coefficienti
numerici.Se si pone M _=p _=0,come quando l'elemento & caricato da so-
le forze agenti nel p¥anoyzx,risu1ta:

1

wlzidem y V= (—2onyl) ,
7) Pﬁ—P
L =2 -P (P =P
@1= pzley( z )+ple( Z )
1 2 2 2 P _-P
(P -P)[ (J2+Jy) (%rp)-'w leﬁz+L/2pzleZ + 1T (—2on)+D z
AL L 2L P _-P
mentre se l'azione assiale P ha valore nullo si ha: y
1 2. 2
wl=_E__(pzlL /1T ATM, P ) v, =0,
2
8) y (-2p e +M )L
?l= zl y =zl
2T +J ) 2 3 2
B~ M
—2 Y [ zl@-iL /2pzlez¥ﬂ /(2Py)le

A
I valori w ,Vl,yi,per le (4),sono spostamenti della sezione di mezze-
ria dell'eiemento.Dalle(B) si nota che questi ultimi si incrementano
al variare del carico e tendono a diventare infinitamente grandi se:
3 2
9ym__ /2 ~-TTP ﬁ M +2TP Jz+J P + L2p e P /2 =0
z1l y'z z - zl z vy

1 (RN, *
e cioé per il valore crifico dell'azione flettente dato da:
2 4T p; P 2 1/2 2
10)M =P 2+<P - 3
) vlop [ yBZ/ Py 2y (JZ+Jy)fWPyL pzlez) ] /1T
La precedente & simile a quella relativa al caso di azione flettente
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costante(z;) e quindi si possono estendere le considerazioni sull'in-
fluenza delle rigidezze di cui sopra.Occorre notare perd che si hanno
valori reali di M se risulta:
5 AﬂFP zlcr
11) P ﬁ -
vy z

2

¥ (Jz+Jy)fWL P, 0
da cui,in con%ormité a quanto mostrato nella (XU) per le travi a dop-
pio T dissimmetriche,si nota che gli spostamenti diventano infinita-
mente grandi quandc il carico critico per instabilitd puramente tor-
“sionale Py € piccolo rispetto a quello per sola flessione laterale P
questo corrisponde ad una situazione di equilibrio instabile.Se inve=
ce risulta E» P gli spostamenti si incrementano in modo finito al va-
riare di MZ e 51 ha una situazione di equilibrio stabile.In entrambi
i casi pud aversi collasso per rottura per effetto di spostamenti ele-
vati,ma nel primo,per M prossimo a M il collasso pud avvenire in
modo improvviso.L'effet%o del punto dizagglicazione del carico,rappre-
sentato dall'ultimo termine della (11),tanto pit marcato quanto piu e-
levata & la luce dell'elemento e la distanza dal centro di taglio ez,
per un piccolo valore del carico critico Bg ,& quello.di provocare una
situazione di equilibrio stabile o instabile a seconda del segno di e
,a conferma di quanto mostrato nella CZEQ per le travi a doppio T disg
simmetriche.lLe azioni torcenti,dovute a valori non nulli di e ,non han-
no influenza sulla 'natura dell'equilibrio'poiché i termini all esse re-
lativi di cui alle (3) non compaiono nelle (11)ma,per le (8),possono in-
crementare gli spostamenti per uguali valori di p_,,provocando un col-
lasso anticipato dell'elemento.Per la (7) l'azione assiale P pud pro-
vocare spostamenti infinitamente grandi quando P=P oP=P in presenza
di piccoli valori delle azioni flettenti,oppure qugndo §<P 0 P<P se
risulta: y z

12) (P_-P)(P_-P) (B -P) 2ﬁ(Jz”y) + 27 P?2%(P_-P)+(P_-P) (- T M B_+
Y z AL — oy Z = zl" z-
LpzleZ/Z)(Py—P)+ r (-2Py _+ M_,)"(P_-P)=0

N . 2 . .
e cloe per il valore critico dell'azione flettente dato da:

P -P 2 2
13) M :( N )Bz + ! (p —P)2ﬁ2—4ﬂ (Pp_-P) (R —P)Jz+Jy +7L (P_~P)p .
zlcr Sl y Z y 2 ——K—~—— y zl
2 % 2 P P 2 1/2
.eZ—4ﬂ P (ZO__X*__ +yo)
PZ—P
che risulta reale se: 5 5 5
P 2 2, B L 2
14) (Jy -0po-am(S-n?zy s Ty e ean®l %o+ Yo |y o
P P A P P P
_z -1 vy -1
P P

per P > P>0

51 ha’dunque instabilita in relazione al valore e al segno dei vari ter-
mini che compaiono nella precedente.In particolare 1'ultimo termine,re-
lativo all'effetto delle azioni flettenti dovute all'eccentricita di P
da O,e positivo per P<P e P<P ed & tanto maggiore quanto maggiore & la
eccentricita e quanto p%ﬁ P sY avvicina a P o a P .L'effetto del pun-

to di applicazione del carico risulta tantozpi& eXevato gquanto piu pic-
colo & il valore di P.Si pud dungue affermare che per valori di P mino-
ri di P o P ,e dello stesso ordine di grandezza,si ha instabilita co-

z
me nel casoydella (11),ma con leinferiore,a parita di condizioni,se
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P>PFge z ,y sono piccole in rapporto ai raggi giratori d'inerzia lun-
go z e y.Nel caso di Py elevato si ha invece un comportamento stabile
per P<PZ e P<P_ sia per piccoli sia per grandi valori di zoe y .Lta-
zione P e duane instabilizzante quando le rigidezze torsiodonali e di
ingobbamento sono piccole e quanto piu P & prossima a P o P ;in caso
contrario si hanno azioni flessionali in aggiunta a que%le dovute ai
carichi p_ _,p . tanto piu elevate quanto piu la sezione e dissimmetri-
ca.lLe contldcrazioni suddette sono valide nei limiti delle ipotesi fat-
te e nel caso che sia la distribuzione di carico,sia le funzioni spo-
stamento siano rappresentabili con le (4) essendo i=1,come pud ipotiz-
zarsi nel caso di simmetria geometrica e di carico rispetto alla mezze-
ria.Non si hanno sostanziali variazioni di comportamento in presenza di
precompressione a cavi aderenti.E' stato dimostrato infatti che la pre-
compressione ha un benefico effetto irrigidente alla torsione quando i
cavi sono distribuiti nella sezione,mentre pud aversi pericolo di in-
stabilita torsionale in presenza di un solo cavo baricentrico,quando il
rapporto fra le rigidezze torsionali e di ingobbamento e le rigidezze
flessionalil € piccolo,in accordo con quanto precedentemente esposto.Lo
effetto combinato della precompressione e dei carichi pud essere eviden-
ziato,nel caso di un solo cavo 0 se si considera un cavo risultante, te-
nendo conto nell'ultima delle (3),del contributo torcente ad esso re-
lativo,essendo nullo il contributo tagiante nelle altre due.Questo ri-
sulta dato dallo stesso termine di cui alla (3),se si assume al posto
della rigidezza torsionale effettiva quella fittizia:
15) K = K ~("2"y e g v B —ec—dl)y

A Z'y Yz z Y p
avendo indicato con gi,e*,rispettivamente l'eccentricita del cavo ri-
spetto al baricentro Iungo z e y,N l'azione di precompressione e:

* 1 (3 2 Py 1 [/ 3 2
16) B =___L/z dA+//zy dAER +2y B :___v/y dAt/Z ydé%ﬁ +22
Y 7T Ua A LA A /Y A z 0
y Z

Le (7) possono fornire quindi i valori degli spostamenti anche in pre-
senza di precompressione e carichi trasversali se si sostiuisce 1l'ef-
fettiva rigidezza torsionale con quella fittizia.L'effetto della pre-
compressione & dunque quello di incrementare o diminuire la rigidezza
torsionale effettiva in rapporto ai valori delle eccentricita del cavo,
della forma del profilo e di N -In paricolare nel caso di cavo baricen-
trico la rigidezza torsionale pK risulta tanto minore di K quanto mag-
giore € l'azione di precompressione e i raggi giratori d'inerzia lungo
z,y e cio€ quanto pil le inerzie sono elevate e la sezione & dissimme-
trica,mentre nel caso di cavo non baricentrico & tanto maggiore di K
quanto piu la sezione € simmetrica e quanto maggiore & l'eccentricita
del cavo dal baricentro.Si & cosi evidenziato come la forma del profi-
lo e i rapporti fra i valori delle rigidezze flessionali,torsionali e
di ingobbamento influenzino il comportamento in presenza di fenomeni di
instabilita.Tuttavia occorre notare che 1l'ipotesi di sezioni trasver-
salmente indeformabili & realistica solo in presenza di diaframmi ri-
gidi e ravvicinati,difficilmente realizzabili in pratica.In base a que-
sta le deformazioni relative a variazioni di spostamento lungo z e vy,
eccetto quelle longitudinali,sono nulle e quindi i fenomeni di instabi-
lita sono schematizzati secondo canali di deformazione preordinati e
non sempre realistici e inoltre si trascura 1l'influenza di alcune com-
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ponenti di tensione sugli sugli stati di rottura dell'elemento.Alcuni
autori (Zﬂ) hanno mostrato,per profili del tipo ai,che a seguito delle
distorsioni trasversali dovute alla deformabilita del profilo,la distri-
buzione delle azioni flettenti e torcenti €& diversa da quella calcola-
bile nel caso di sezioni rigide e si riscontrano stati tensionali tra-
sversali di entitd non trascurabile.Il problema dell'analisi puo esse-
re risolto,in regime elastico lineare,con usuali metodi di discretiz-
zazione alle strisce finite o agli elementi finiti.Tuttavia il compor-
tamento non lineare del calcestruzzo e la fessurazione comporta una ri-
definizione iterativa delle matrici di rigidezza dell'elemento discre-
tizzato con inevitabili approssimazioni ed onere computazionale molto
gravoso.S1 propone quindi un procedimento adatto all'analisi di stabi-
lita fino a collasso degli elementi in titolo in grado di fornire cur-
ve caratteristiche carico-spostamento,situazione deformativa e tensio-
nale,in presenza dei fenomeni suddetti.

3.METODO PROPOSTO

Lo spostamento del generico punto sia individuato.dalle componenti
u(x,y,z),v(x,y,z),w(x,y,z)secondo gli assi di fig.l,funzioni del valo-
re dei carichi.Si hanno le note relazioni:

o(x,y,z)

Mx,y,z)+plx,y,2) +p(x,y,z)aul(x,y,z)+X(x,y,2)=0

+}L(X,y,Z)AV(X,y,Z)-}-Y(X,y,Z):O

02Xy, 2)
17)Jk(x,y,Z)+Mx,y,Z)e A

N
e(xVy,2)

dz
nelle quali si & indicato con X,Y,Z,le componenti delle azioni per u-
nita di volume e con:

2 2 2
18)9(x,y,z):bu<x’y’z) +3V(Xay,z) +QW<X’YaZ) N )=3— . L N 2_
Jx Ny dz ox )yt Dzt

degli operatori matematici,con A(x,y,z) eﬁ(x,y,z) dei coefficienti di
elasticita,funzioni del modulo elastico £ e del modulo di Poisson tra-

mite le relazioni:
l9)k(x v Z)“ E(X9y’Z)V(X,y92)
b 9 -

Mx,y,2)+p(x,y,2) +u(x,y,2)aw(x,y,z)+Z(x,y,2)=0

W,y 2)= E(x,y,2)

[1+V(x,y,2){[1-2V(x,y,2)} 21+ v(x,y,2)]
Le (17) derivano,come & noto,dalle equazioni indefinite di equilibrio
dell'elementino infinitesimo di volume e dal legame costitutivo del ma-
teriale,avendo supposto che siano trascurabili i valori delle derivate
parziali diA ej rispetto a x,y,z.La formulazione precedente,tipica del-
metodo degli spostamenti,& applicabile all'analisi dei fenomeni gia ac-
cennati se si schematizza il comportamento del calcestruzzo come quel-
lo di un materiale isotropo,non omogeneo,e se si suppone che pur in pre-
senza di spostamenti elevati,come quelli a collasso,le deformazioni sia-
no comunque piccole.lLa soluzione del sistema di equazioni differenzia-
1i alle derivate parziali a coefficienti variabili (17),tenendo conto
delle condizioni al contorno relative agli spostamenti sul bordo,non
& agevole per via analitica sia per le discontinuita delle funzioni di
carico sia perché i coefficientik em dipendono dallo stato tensionale
per la non linearita del legame costitutivo del calcestruzzo.Si puo

convenientemente utilizzare 11 metodo alle differenze finite estenden-
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do il procedimento numerico di cui alla (¥ll).Sull'elemento vicile indi-
viduato un reticolo spaziale mediante una serie di linee ortogonali po-
ste ad interasse variabileay ,az ,lungo lo sviluppo del profilo trasver-
sale(fig.2a)e A X costante lungo lo sviluppo lon-=
gitudinale(fig.2b).I1 reticolo trasversale & i-
dentico per tutte le sezioni poste ad interasse

o

see

TEXD
1383}
4

i

AX e conformato in modo tale che il bordo del pro- =

filo contenga i punti di intersezione delle linee

dz1 bordo del reticolo.Con tale suddivisione,ad " i
——Bs

interasse variabile in senso trasversale,si pos-
sono facilmente discretizzare sezioni di forma lazenn
qualsiasi e si pud infittire la maglia del reti- |
colo nelle zone dove & prevedibile una pil eleva-
ta concentrazione di sforzi e dove si vuole otte-—
nere una migliore valutazione degli spostamenti

e delle deformazioni.lLe (17) vengono ridotte in
forma alle differenze finite nei punti di inter-
sezione delle linee suddette ricavando opportu-

ne espressioni delle derivate parziali delle gran-
dezze che vi compaiono.Ad esempio per alcune derivate parziali di u(x,
y,2) nel generico punto i,J si ha:

FIG2

Ju
(S~—%,j: ! [—u(i,k )—(Azz/Azi —1)u(i,j)+A22/Az§u(i,k2%
z Az(%+Az/Az )

O{iﬁ!&,jz [ u%1 1,3)+u(i+1, Ji

Ox 2 AX

2
'(ifqi,j: . [u(i,jl)—(AyAAy1+l)u(i,j)+Ay/Ay1u(i,32ﬂ
‘ Ayay., (L+Ay /Ay, )
avendo indicato(fig.3) con Ay, AV, sAz,Az, le dimensioni della maglia a
destra e a sinistra del generlco punto 1,j,rispettivamente in direzio-
ne y e z,con k_,k_,k_,k gli indici relativi ai punti 1i-
mitrofi del punto 1,],con 1 lélnélce della generica sezione.Le (20)e
le analoghe derivate parziali delle funzioni v e w tengono conto del-
la variabilita delle dimensioni della maglia e allo stesso tempo per-
mettono di ottenere valori numerici con limitati errori,per la presen-
za di un numero di termini maggiore di quelli usualmente adottati,di
modo che la precisione del procedimento adottato,pit avanti esposto,
sia accettabile per l'analisi.Gli indici dei punti limitrofi a quel-
lo generico i,j possono essere facilmente individuati,e in modo auto-
matico,mediante la costruzione di una matrice topologica T,uguale per
tutte le sezioni,tale che i termini della generica riga j,corrispon-
denti al generico punto j,siano ordina-
tamente uguali agli indici dei punti a
'destra,sinistra,inferiori,superiori del
e ©w n 1 n w spunto suddetto.Poiché dunque la posizio-
P i A A R ne di ciascun punto del reticolo viene
ST individuata dall'indice i della sezione,
i e e b pae per tutti i punti della stessa,
dall'indice j e dai termini di T,si pud
effettuare una numerazione dei punti del
ng.. T  tutto arbitraria e indipendente dalla

@
]
-
=
@
~
-]
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forma della sezione:questo facilita notevolmen-
- . te l'operazione di discretizzazione anche per
g1 forme complesse.Le (17),espresse in forma alle
™" ! . differenze finite tramite le (20) ed altre simi-
w 1i espressioni delle derivate,tralasciate per
brevita,si trasformano in un sistema di equazio-
ni algebriche non lineari negli spostamenti in-
cogniti u(i,j),v(i,j),w(i,j) del generico punto
supponendo per i casi in esame che sia X(x,y,2)
LTy =Y(x,y,z)=0.Affinché il precedente sistema con-
. x tenga le equazioni dei punti sui bordi occorre
| | definire gli spostamenti di punti fittizi all'e-
“ i sterno di questi(fig.2a)tramite le condizioni al

contorno in termini di spostamenti,per i bordi

parallelil all'asse y:

FIG4

\
Nx,y,2)8(x,y,2)+2p(x,y,2) " =+p{X,¥,2)
2z

21) if_+ iﬁ_ =ipx(x,y,Z)/»Kx,y,Z)
dz Jx
dw dv
-t :ip (X9Y9Z)/}"'(Xsy»z)
DY Jz Y

e per i bordi paralleli all'asse z:

X(X9Ysz)e(X’Y9Z)+2)J‘(X9YaZ)E_V__ :ipy(x9ypz)

Jw v Oy
+

22) — ___=ipZ(X,y,Z)/}L(X,y,Z)
dy - dz
iz_ + ifw=jpx(x,y,Z)Au(x,y,Z>
J X Oy

essendo p ,p ,p. le componenti dei carichi superficiali lungo gli assi
nel generico’punhto,da considerarsi positive o negative in relazione al-
la posizione dei bordi e alle convenzioni di segno.le precedenti ven-
gono espresse in forma alle differenze finite e da queste risultano de-
finiti gli spostamenti dei punti fittizi.Analogamente affinché il si-
stema contenga le equazioni dei punti delle sezioni di estremita oc-
corre definire gli spostamenti di punti di sezioni fittizie all'ester-
no dell'elemento(fig.2b).Se ad esempio sono presenti vincoli a cernie-
ra per la flessione nei piani zx,yx e di incastro per la torsione e dia-
frammi rigidi nel piano verticale ed infinitamente flessibili in dire-
zione normale a detto piano,risulta:
W(O,y,Z)=V(O,y,Z)=W(L,y,z)=V(L,y,Z)=O sCX(O,y9Z):KX(L’yyz):O

2 2 z 2
23) \)W \)W ::( JV = DV =0
OX =0 = \) x=1 \)Xz K=0 S‘;{T"— =1
2d in forma alle differenze finite,per le(20),tenendo presente che per

le precedenti sono nulle le derivate di w e v rispetto a y e z,per X=
0 e x=L,si ha(j=1...m)

24'\31(2,j):w(l’l,j):‘V(g,‘j)=V(l’l,‘j>=O, u(lij):u(aij) 9 W(lsj):—w(39j> 9
u(n,j)=u(n—2,j) 3 w(n,j):~—w(n-—2,j) ,V(l,j>=~V(3,j) ,V(n,j)=—~v(n—2,j)

essendo m il numero totale di punti di ogni sezione ed n il numero di

- 109 -



sezioni.I valori degli spostamenti dei punti esterni in corrispondenza
degli angoli del reticolo possono essere determinati mediante interpo-
lazione lineare fra quelli dei punti limitrofi.Se ad esempio 1l punto
i,3(fig.3)& un punto coincidente con uno spigolo della sezione per il
punto esterno i,k3 si ha:
25)v(l,kB):v(l,k2)+v(1,;)1)—\/'(1,\]);w(l,k3)=w(1,k
u(i,ka):u(i,k2)+u(i,k1)—u(i,j)

2)+w(i,kl)~w(i,j);

Occorre notare che,poiché i valori diA(i,j) e m(i,j) dipendono, tramite
le (19) dalle tensioni e quindi dagli spostamenti incogniti,il siste-
ma precedente pud essere risolto solo per via iterativa.Inoltre poiche
le (21)e(22)esprimono l'eguaglianza fra le componenti di tensione sui
bordi e le componenti dei carichi,in corrispondenza dei punti del re-
ticolo,é necessario ricondurre 1l'effettiva distribuzione di carico ad
uno schema equivalente di forze concentrate nei punti i,j per tenere
in conto l'effetto delle zone di carico fra le linee del reticolo.Que-
sto tipo di schematizzazione comporta errori che si sommano a quelli
delle espressioni alle differenze finite (20),questi ultimi proporzio-
nali,come & noto,al cubo degli intervalli di suddivisione e alle deri-
vate degli spostamenti di ordine elevato.Le soluzioni fornite dal pre-
sente metodo sono quindi tanto pil realistiche quanto pid il reticolo
di suddivisione & fitto ed in presenza di variazioni delle funzioni
spostamento non troppo elevate da un punto all'altro del reticolo.Poi-
che la risoluzione del sistema,formato di solito da un grande numero
di equazioni,comporta problemi di memorizzazione anche per elaboratori
di grandi dimensioni,si pud adottare utilmente un procedimento itera-
tivo incrementale del tipo di quello della (YWl) ,facilmente programma-
bile a cui necessita un numero limitato di spazi di memoria.Nel caso
in esame il suddetto procedimento consiste nei seguenti passi fondamen-
tali:
a)vengono calcolati gli spostamenti nei vari punti del reticolo assu-
mendo valori iniziali dei carichi sufficientemente piccoli,tali da po-
ter ipotizzare un comportamento elastico lineare per il materiale.Il va-
lori dik e si ricavano dalla (19)essendo E eV i valori elastici carat-
teristici all'origine.Gli spostamenti vengono calcolati con le equazio-
ni alle differenze finite applicate iterativamente in ogni punto i, J
fino ad ottenere valori poco discosti fra loro in due passi iterativi
successivi;
b)in base a questi ultimi valori degli spostamenti si calcolano le de-
formazioni e le tensioni in ogni punto i,Jj tramite le relazioni di con-
gruenza in forma alle differenze finite.Si calcolano i valori attuali
di A(i,3),m(i,3) con le (19)valutando E ey mediante le espressioni del
legame costitutivo del calcestruzzo in funzione delle tensioni e defor-
mazioni ottaedrali (T ):
26)E= 9GSKS
—m————— Y =3K -2
3K +G s S
S s
Si ripercorre quindi il passo a)con i valori A(i,3),mM(1,3) suddetti per
un ulteriore incremento di carico,o di spostamento,e si procede poi co-
me al punto b 3§ino a quando si raggiunge la rottura in qualche punto
dell'elemento | Si Ottengono valori degli spostamenti tanto pit reali-
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stici quanto pil piccoli sono gli incrementi di carico,poiché le ca-
ratteristiche elastiche di cui alla(l9)corrispondono allo stato ten-
sionale del passo iterativo precedqnte;piccoli incrementi di carico
sono opportuni anche per rispettare le ipotesi di invariabilita delle
derivate di A e mrispetto a x,y,z,fatte precedentemente.

E' possibile poi tener conto dell'armatura longitudinale infittendo il
reticolo nella zona armata e facendo coincidere i punti di questo con
le barre d'armatura.l valori di cui alle(26)possono essere calcolati

in funzione delle tensioni sia mediante un legame costitutivo dell'ac-
ciaio di tipo monoassiale sia mediante legami costitutivi piu aderen-
ti alla realta che tengano conto dell'interazione calcestruzzo-armatu-
ra in fase fessurata.Con il procedimento proposto si trascura in pri-
ma approssimazione 1'influenza di eventuale staffatura trasversale nel-
la sezione in quanto tale influenza € particolarmente marcata solo in
prossimitad delle sezioni di estremita dell'elemento.L'effetto delle a-
zioni di precompressione,supposte con buona approssimazione preesisten-
ti all'applicazione dei carichi e calcolabile in regime elastico linea-
re,& tenuto in conto mediante sovrapposizione dello stato tensionale
dovuto a queste con quello calcolato nella fase b.Si. possono quindi in-
dividuare le curve caratteristiche carico-spostamento fino a collasso
in presenza di fenomeni di instabilita senza alcuna ipotesi limitativa
sulla distribuzione degli spostamenti e sul comportamento del materia-
le.Le eguazioni in forma alle differenze finite,di equilibrio dell'e-
lemento di volume nella configurazione deformata,sono valide per qual-
siasi valore degli spostamenti se le deformazioni sono piccole mentre
le(21) e (22)sono valide se gli spostamenti non alterano l'orientamen-
to delle facce dell'elemento di volume in prossimita della superficie,
come senz'altro pud supporsi nei casi in esame.Ill legame costitutivo

di cui alle (26)e(19)permette poi di calcolare i valori totali delle
tensioni in funzione dei valori totali delle deformazioni,per qualsia-
si valore del carico,mentre il particolare metodo di discretizzazione
adottato permette di tener conto di un gran numero di gradi di liberta
e quindi di 'canali'di deformazione connessi ai fenomeni di instabili-
td flessotorsionale.Poiché perd gli infiniti gradi di liberta della
struttura reale vengono ricondotti ad un numero finito,uguale a quel-
lo dei nodi del reticolo adottato,i possibili canali di deformazione
che individuano,come & noto,il passaggio da una configurazione di equi-
librio ad un'altra,sono tanto pil realistici quanto pit numerosi sono

i punti e cioé le compdnenti di spostamento.Per poter analizzare il
comportamento dell'elemento si considera una sola curva caratteristica
carico-spostamento,una volta note quelle relative ai vari punti 1,7,
adottando ik,parametro pi spostamepto globale:

27M1=§i% ; di,ju(1,3)+&i jv(1,3)+&i jw(l,J)

b 7

ed il parametro di carico globale tale che:

ol .. Y
28)&1 jsz(lyJ)/P y 0\1

y ]

=p (i,3)/P ,&. .=p (i,3)/P
3 py J i, pz J

(3)Ad esempio si pud adottare il criterio di rottura di Mills e Zimmer-
man in termini di tensioni ottaedrali calcolabili in base alle tensio-
ni totali dell'iesimo incremento di carico (# ).
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espressioni ricavate dall'eguaglianza fra il lavoro Pm e quello delle
componenti dei carichi superficiali per le corrispondenti componenti
di spostamento.Le precedenti sono valide se i carichi vengono incre-
mentati con i loro mutui rapporti inalterati,come si pud senz'altro
supporre con ottima approssimazione nella situazione reale.

4. INDAGINE NUMERICA

Del procedimento proposto & stato approntato un
pr?ﬁyamma di calcolo per l'elaboratore elettroni-

co per l'analisi di elementi con profilo di va- FiG.5,
ria {gyma,costituito da tratti rettilinei ortogo-
nali scon il quale,a scopo esemplificativo,si

esamina l'elemento di fig.4 in c.a. di luce L=
5,8m,armatura corrente 1§.14,di produzione usua-
le per la formazione di impalcati di copertura di
edifici industriali.Il calcegtruézq ha le segyen—
t% caratteristiche:E =2,8.10 " N/m ,Rbk=2i%4.lO2N/
m ,v=0,2;mgntre l'acciaio:E =2,06. 107 "N/mm
f =44N/mm .La generica sezione & discretdzzata con il reticolo di sud-
d¥visione di- fig.4 del quale,per semplicitd,sono indicati solo i punti
interni e di bordo e quello relativo al baricentro dell'armatura cor-
rente.31 considerano cinque sezioni longitudinali,comprese quelle fit-
tizie esterne,e le cinque condizioni di carico di tabella 1 formate da
forze concentrate nei nodi del reticolo in corrispondenza del bordo su-
periore dell'ala,relative ai casi di flessione sempl%g?,pressoflessio—
ne e flessotorsione nel piano zx,combinate fra loro. Si ottengono le
curve carico-spostamento di fig.5a,b e,per il primo incremento di cari-
co i diagrammi degli spostamenti di fig.6a,b,c,quelli delle tensioni
normali di fig.7 a,b,c,quelli delle tensioni tangenziali di fig.7d,e,
rispettivamente nelle sezioni di mezzeria e di estremitd.Si nota che
1'andamento delle curve carico-spostamento per le condizioni di cari-
co 1l e 3 & lineare per i primi incrementi di carico,in buon accordo
FIG.S, ’ con quanto risulta dalla(8).Si osserva ﬁéré una.
distribuzione di spostamenti trasversali e longi-
tudinali non uniforme nella sezione per effetto
della deformabilita del profilo in direzione vy,
mentre,in direzione z,si ha una distribuzione u-
niforme e quindi indeformabilita del profilo.
All'aumentare del carico insorgono fessurazioni
nel calcestruzzo dovute anche al campo di tensio-
ni trasversali e si ha una diminuzione di rigi-

% eareen dezza globale,come si pud osservare dalla varia-
zione di pendenza della curva caratteristica di
figura 5a.In questo caso & evidente l'utilitd di
una appropriata staffatura trasversale,in grado
di limitare e ritardare la fessurazione dovuta al

%

(4)In linguaggio Fortran per calcolatore PDP RT11 Digital disponibile
presso 1'Istituto di Scienza e Tecnica delle Costruzioni di Ancona.
(5)L'analisi di profili curvilinei o rettilinei non ortogonali & af-
frontabile con il programma suddetto,in via approssimata con opportu-
na disposizione del reticolo di suddivisione.
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(6)Poiché le condizioni al contorno di cui alle equazioni (21),(22)
non tengono conto di eventuali spostamenti rigidi dei punti di bordo,

per alcuna delle condizioni di carico della tabella 1 occorre assegna-
re i valori di detti spostamenti per il 1° incremento di carico,cal-

colati in regime elastico con i metodi usuali.
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Tabella al campo di tensioni suddette.Conforme-
carico jpuntofit12]JWMIIBITE 1 onte a4 quanto osservato per la (10).a
- 2ij slojejeferel® causa dell'elevato valore del carichi
! cﬁé slojojofeioegs critici puramente flessionali e torsio-
d&, APl nali P e By ,essendo ByP_.le configurazio-
gy JI il g g1 Yquilibrio risultdno stabili anche
2 @ﬁ slejojojojegse in campo non lineare.Nella condizione di
Qj; |0:010)0101818} carico 3(fig.5a)l'effetto della contempo-
@ 1010191810104 0 ) raneitd delle azioni torcenti e flettenti
3 gj; |ofejeleiei8l®l non modifica sostanzialmente la natura
Qi -1]-110]818 1 gelle confipurazioni,secondo quanto gia
LT RN RA RN ARNRRR osservato,ma si ha una accentuazione del-
4 Cﬁg 0jejelojejogs la deformazione trasversale del pfofilo
@y =ttt Gon incremento delle tensioni per valori
ey il ninori del carico.Poiché in questo caso
5 cﬁj gjojojejoioyo il collasso pud avvenire per un valore
e 11100018 ] el carico inferiore a quello della con-

~

dizione 1 € a maggior ragione confermata 1'utilita di apposita armatu-
ra o staffatura trasversale come detto sopra.Nella condizione di cari-
co 2,in presenza di azioni assiali prevalenti su quelle flessionali.si
nota un andamento non lineare della cﬁfva caratteristica.anche per pic-
coli incrementi di carico.tipico di un comportamento biforcativo sta-
bile.La presenza delle azioni flettenti provoca scostamenti della cur-
va dall'asse verticale a causa di spostamenti trasversali di entita
non trascurabile,assimilabili dungue ad imperfezioni iniziali di tipo
geometrico della configurazione di equilibrio o ad eccentricitd inizia-
1i dell'azione assiale.Questiultima provoca una non linearitd precri-
tica,di natura geometrica,tanto maggiore quanto pili elevato & 1'effet-
to delle azioni flettenti suddette.Se queste ultime tendono a zero &
possibile individuare un punto di biforcazione a cui corrisponde un
valore critico di tipo'euleriano‘'dell'azione assiale.All'aumentare del
carico si notano fessurazioni e rotture del calcestruzzo dovute alle
rzionl taglianti,a seguito di elevate deformazioni torsionali del pro-
filo che provocano variazioni di rigidezza dell'elemento.Per effetto
del comportamento non lineare del calcestruzzo si ha dunque un compor-
tamento post-critico instabile di tipo asintotico,riscontrabile anche
per le rimanenti condizioni di carico 4 e 5,in modo accentuato,per la
presenza di elevati valori delle azioni flettenti e torcenti.In parti-
colare si nota che essendo trascurabile il valore della rigidezza tor-
sionale e nulla quella d'ingobbamento,il carico di collasso diminuisce
all'aumentare delle suddette azioni e corrisponde al contemporaneo in-
sorgere di fessurazioni e fenomeni di sbandamento laterale,in regime
di grandi spostamenti,ed in presenza di elevati valori delle tensioni
tangenziali.Occorre notare che per il profilo in esame,essendo B8 =0

ed e =0 per la condizione di carico 4,la (12)non pud essere sodd%sfat—
ta per alcun valore reale di P e quindi il carico critico'euleriano'
risulta uguale a P <P<:Pﬁ:cioé per P<P dalle (6) e (7) si ottengono
valori finiti deglg sgostamenti e il comportamento risulta stabile,men-
tre,nella realta come osservato in precedenza,é di tipo asintotico in-
stabile.Si pud dunque affermare dal confronto dei risultati della for-
mulazione in campo elastico lineare con quelli della formulazione in
campo non lineare che i fenomeni di non linearita,fessurazione e de-
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formazione del profilo possono ridurre la capacita portante dell'ele-
mento in modo tanto piu accentuato quanto maggiore € il valore delle
azioni flettenti in rapporto a quello dell'azione assiale.lLe azioni
torcenti,pur non modificando lo stato di equilibrio della generica con-
figurazione deformata,possono ridurre ulteriormente detta capacita por-
tante poiché provocano distorsioni flessotorsionali del profilo con
conseguente accentuazione dei fenomeni menzionati.Si & poi analizzato,
con il metodo proposto,il comportamento dell'elemento in presenza di
azioni di precompressione tali da provocare un campo di tensioni lon-
gitudinali costanti nelle sezioni,per le condizioni di carico di ta-
bella 1.5Si & notato,anche in questo caso ed in conformitd alla(VIII)
che per valori limitati della precompressione si ha fessurazione per
valori del carico superiori rispetto al caso di elementi in c.a.,men-
tre per valori elevati si hanno rotture locali del calcestruzzo.Non si
riscontra invece alcuna influenza sul fenomeno dello sbandamento late-
rale a causa dell'elevata rigidezza flessionale in direzione z e y,al
contrario di quanto risulta per le travi a doppio T di piccolo spesso-
re e altezza elevata.

5.CONCLUSIONI

E' stato mostrato che il comportamento fino a collasso di elementi pre-
fabbricati in c.a. 0 c.a.p. a profilo aperto in parete sottile dipen-
de da numerosi fattori quali la forma della sezione,il modo di appli-
cazione dei carichi,l'entitd e la distribuzione delle azioni di pre-
compressione,i mutul rapporti fra le rigidezze flessionali,torsionali,
di ingobbamento.Sono stati confrontati e analizzati i risultati forni-
ti dal metodi in campo elstico lineare con quelli forniti da un proce-
dimento iterativo incrementale alle differenze finite,in campo non 1li-
neare,evidenziando inoltre l'influenza di ipotesi semplificative sul-
‘lo stato deformazionale usualmente adottate,per un caso particolarmen-—
te significativo.Si €& mostrato che la determinazione degli stati cri-
tici e/o ultimi pud essere affrontata con gli usuali procedimenti so-
lo in presenza di piccoli valori degli spostamenti della configurazio-
ne iniziale,o delle imperfezioni geometriche a questi assimilabili,men-
tre 1l'influenza di non linearita geometriche connesse a fenomeni di in-
stabilita o al comportamento del calcestruzzo & determinante in fase
precritica e postcritica in presenza di elevate azioni flessionali,tor-
sionali e assiali contemporanee e della stessa entita.Si é notato in
ogni caso che si hanno valori elevati dei carichi critici nel caso di
elevate rigidezze torsionali e di ingobbamento,sezioni trasversalmente
indeformabili,forme dei profili e distribuzioni dei carichi di tipo
simmetrico.S5i & mostrato come questo sia ottenibile con particolari
accorgimenti come l'adozione di sezioni adeguate,diaframmi alle estre-
mita ed intermedi rigidi nel loro piano,armature e staffature trasver-
sali,opportuna distribuzione delle azioni di precompressione oppure
mediante controventature laterali sia nelle fasi transitorie che in
esercizio,.
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COMPORTAMENTO DEI CONTINUI BIDIMENSIONALI ISOTROPI IN C.A. IN FASE DI FES-
SURAZIONE AVANZATA.

Giuseppe CREAZZA

Istituto Universitario di Architettura di Venezia

Sommario

Dopo una premessa di carattere storico sull’evoluzione delle ricerche sui continui bidimensionali in
c.a., il presente studio definisce le relazioni carichi-momenti e carichi-deformazioni in fase di fessu-
razione avanzata.

Alcuni confronti tra diagrammi carichi-frecce sperimentali e teorici evidenziano ’attendibilita di

quanto proposto.

Summary

After having shortly outlined the evolution of the studies of R.C. two-ways continuous in the fore-
ward, in the present paper the relationships load-moments and loads-deformations are defined in
full cracking phase.

The reliability of what has been proposed is checked by some comparisons among theoretical and
experimental loads-deflections diagrams.

1. Premessa

Lo studio dei continui bidimensionali in c.a., dall’inizio del carico fino al collasso, da molti anni &
oggetto di particolari ricerche in quanto per essi ben difficilmente si possono formulare soluzioni
analitiche di carattere generale che coprano le loro diverse fasi di comportamento.
Notevole sviluppo in questi ambiti ha avuto I’analisi limite poiché ha permesso, a mezzo della teoria
rigido-plastica, di interpretare il comportamento dei continui al collasso e quindi di fissare delle
regole di progettazione allo stato-limite ultimo.
La teoria delle linee di rottura di Johansen (I), a prezzo di alcune ipotesi restrittive di base peraltro
generalmente accettabili, ha consentito di ottenere le relazioni limiti carichi-momenti plastici ed ha
fornito quindi un prezioso strumento di indagine sul comportamento a collasso del generico conti-
nuo.
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Questa teoria per la sua semplicita e per l'attendibilita dei risultati comprovati anche sperimental-
mente, ha avuto un notevole sviluppo (II), (III), (IV) ed oggi possiamo affermare che i risultati che
essa fornisce formano testo indiscusso per la progettazione delle piastre allo stato-limite ultimo.

Non altrettanto puo dirsi per le verifiche connesse al carico di servizio in quanto a questo livello in
genere ¢ presente il fenomeno fessurativo e quindi lo studio andrebbe condotto con i metodi gene-
rali dell’analisi non lineare.

Parecchi autori, tra i quali per importanza di ricerca citiamo Levi (V) e Massonet (VI), hanno affron-
tato il problema del comportamento dei continui bidimensionali nella fase compresa tra inizio fes-
surazione e collasso e da un punto di vista generale hanno stabilito i principi teorici e le metodolo-
gie piti appropriate di calcolo.

Questi metodi tuttavia da un punto di vista analitico risultano sempre molto complessi ed anche per
i casi pitt semplici richiedono un volume di calcoli possibile solo a mezzo dell’elaboratore elettronico.
A causa di cio quindi, pur possedendo gli strumenti teorici necessari al calcolo dei continui in fase
di fessurazione, non esistono possibilitd per il loro pratico impiego che risulta ancora confinato al
campo della ricerca.

Ci siamo a suo tempo chiesti se queste difficoltd erano superabili e se, a prezzo anche di alcune sem-
plificazioni, era possibile consegnare una semplice teoria della fase fessurativa sufficientemente atten-
dibile ed applicabile ai casi della pratica corrente,

Nei paragrafi seguenti forniremo una risposta a questo quesito ed esporremo i principi di una teoria
semplificata la quale, negli ambiti delle ipotesi di comportamento valide per i continui bidimensionali
di Johansen, consente una facile interpretazione del fenomeno fisico legato alla fase fessurativa e
quindi risolve il problema.

2. Relazione carichi-momenti nel campo compreso tra completa fessurazione e collasso

Trattiamo prioritariamente il comportamento dei continui in fase di fessurazione avanzata in quanto

le conclusioni cui perverremo permettono di semplificare lo studio della precedente fase relativa al

livello di carico che definisce la formazione del completo quadro fessurativo.

Come abbiamo esposto in premessa, in accordo con la teoria delle linee di rottura, noi ci riferiremo

ai continui bidimensionali che rispondono alle seguenti ipotesi di base:

- che il comportamento sia idealmente isotropo,

- che il collasso avvenga per scorrimento plastico dell’acciaio,

- che il lavoro di deformazione per sforzo tagliante sia trascurabile,

- che lo sforzo normale sia trascurabile,

- che il meccanismo di rottura sia costituito da segmenti rettilinei (chiamati rette di articolazione o
linee di rottura).

Come ¢ noto ora, l'effetto prodotto dalla formazione di una fessura in una lastra sottile in cemento

armato, puo ricondursi a quello di una particolare distorsione di Somigliana (V). Pertanto, sotto le

usuali ipotesi di Kirchoff (V) e di comportamento (VII), possiamo studiare il funzionamento delle

lastre piane “‘idealmente isotrope” in regime di fessurazione avanzata, assimilando ogni linea di fes-

surazione ad un assieme di distorsioni di Somigliana.

Supponiamo che una lastra del tipo in esame abbia gid conseguito, per 'applicazione preliminare di

un sistema di carichi crescenti con legge proporzionale, il quadro di completa fessurazione; per una

tale situazione le linee di fessurazione coincidono con la direzione dei momenti o tensioni princi-

pali.

Consideriamo che il piano medio della lastra contenga gli assi x, y della terna di assi ortogonali di ri-
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ferimento e, per sola semplicitd di scrittura, pensiamo le direzioni delle linee di fessurazione coinci-

denti con detti assi coordinati.

Sara:
mx = UX
m =o (1]
y y
Myy = Txy ~ 0

Ora, se la generica linea di fessurazione & costituita da un assieme di distorsioni di Somigliana di
ampiezza variabile, gli scorrimenti lungo detta linea devono necessariamente essere diversi da zero.

Yoy * O [2]

Cio comporta delle 7, 0 che per il continuo isotropo sono in contrasto con la coincidenza linee
di fessurazione-direzioni principali espressa dalla [1].

Pertanto per detti continui, ogni linea di fessurazione pud essere costituita solo da un assieme di di-
storsioni di Somigliana tra loro uguali, equivalenti quindi ad una unica analoga distorsione del tipo
di Volterra; tale distorsione avra il suo contorno definito dall’intera lunghezza della linea di fessura-
zione.

Ne consegue, per quanto esposto, che ogni linea di fessurazione si comportera come una “‘cerniera
cilindrica” e quindi lo stato di tensione o di deformazione anelastica dovrd risultare costante lungo
tutto il suo sviluppo.

Inoltre, agli effetti evolutivi, a quadro fessurativo completamente formato, la coincidenza delle linee
di fessurazione con altrettante distorsioni del tipo di Volterra, fa assumere al continuo carattere iso-
statico indipendentemente dalla sua forma e dal tipo dei vincoli (VIII).

Inoltre, poiché lungo le cerniere, nella fase di comportamento qui considerata, la legge momenti-ro-
tazioni pud rappresentarsi con buona approssimazione con una relazione lineare del tipo:

m=K-*¢ [3]

in quanto 'apertura delle fessure & proporzionale alla tensione di lavoro dell’acciaio, mentre il brac-
cio di leva della coppia interna rimane pressoché costante, ne segue che la relazione carichi-frecce
avra un andamento lineare (VII).

Abbiamo poi dimostrato quanto sopra anche a mezzo del principio di Betti (VIII) ed a mezzo di
considerazioni energetiche in campo elastico (VII). Infine in (IX) ne abbiamo fornito un’ulteriore
spiegazione ricorrendo unicamente ai principi classici della teoria della plasticita.

Tutto cid premesso, posto che il continuo bidimensionale si comporta come un assieme di pannelli
elastici collegati tra loro lungo le linee di fessurazione, ne consegue che la relazione lineare carichi-mo-
menti lungo dette linee — trascurando lecitamente il lavoro elastico dei pannelli — puo essere definito
a mezzo del principio dei lavori virtuali (X).

Supponiamo che nel continuo esistano “n” linee di fessurazione delle quali quelle comprese tra“1”
e “t” siano caratterizzate da armature con tassi di lavoro dell’acciaio ancora in fase elastica, mentre
quelle comprese tra la “t + 17 e la “‘n” siano caratterizzate da armature con tassi di lavoro dell’acciaio

gid in fase plastica. Siano inoltre P e p, i carichi rispettivamente concentrati e distribuiti all’atto

1
r

Posto AP, =P, —P., Ap,=p, —pg; ¢ Am =m — m! amezzo del principio dei lavori virtuali pos-

della completa fessurazione e siano poi m! i corrispondenti momenti lungo le linee di articolazione.
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siamo scrivere:

"¢, ds, [4]

r

S s

TAPS, + /[ Ap8, dxdy = %m f, Am + @ +ds + t%ﬂr) f, Am,
ove:
8, = spostamento delle forze concentrate e ripartite
Amy, =m - m! (con m, momento plastico del continuo)
¢,,8, = rotazione anelastica e lunghezza della generica linea di articolazione
La relazione [4] puo essere riscritta correlando le diverse quantitd caratteristiche ad una linea di rife-
rimento, scelta a piacere internamente al continuo, per mezzo dei rapporti cinematici che derivano
dalla trasformazione di detto continuo in poliedro.

Chiamate con 8, ¢, Am le quantitd di detta linea, con considerazioni geometriche avremo:

§ o=t

& =9

_ - [5]
¢r =pro¢zpt'£l5

Am = H(r) *p,cAm

Nell'ultima delle [5] abbiamo introdotto la funzione H, del tipo di Heaviside, di valore 1 per le
linee interne al contorno e di valore 2 per le linee di bordo, per le seguenti ragioni: i momenti flet-
tenti sono legati alla tensione dell’acciaio e quindi alla frazione di rotazione anelastica calcolata a par-
tire dalla posizione indeformata: conseguentemente, a paritd di rotazione q_S'r, i Am_ relativi alle
linee di bordo devono essere raddoppiati.

Con i rapporti cinematici definiti in [5], la [4]1, dopo aver risolto gli integrali al secondo membro, as-
sume la forma definitiva seguente:

° o L] L] a i L4 ot t 1 @ ] 9 2 ° $ ° ° L] °
Z AP, éS+fpri v, 06 dxdy = ?mAm £¢68 H(r) [ sHLEI(r)./.‘\mpr E<8+p s [6]
La [6], dopo aver eliminato il termine comune 8, consente la determinazione diretta di Am e quindi
dei Am,_ cinematicamente corrispondenti (vedasi [5]) ed il problema puo dirsi risolto.

3. Relazione carichi-momenti per il livello di carico corrispondente alla completa fessurazione

Il continuo, come ¢ noto, passa dalla configurazione integra a quella interamente fessurata attraverso

una complessa serie di fenomeni ridistributivi con susseguente apertura di fessure, prima localizzate

¢ poi distribuite, fino al formarsi del quadro finale,

Da un punto di vista teorico ¢ possibile seguire con analisi al passo ’evoluzione del fenomeno fessura-

tivo assimilando ogni singola fessura ad una distorsione di Somigliana ed applicando la tecnica sugge-

rita in proposito da Levi (V). .

E’ questo perd un procedimento assai complicato e che implica particolari ed approfonditi studi per

ogni singola piastra e condizione di carico.

Il nostro scopo perd non & quello di seguire passo passo il fenomeno, bensf ¢ quello di definire le carat-

teristiche delle sollecitazioni di flessione all’atto della completa fessurazione. In tal caso, se ci limi-

tiamo 2 cio, lo studio si semplifica notevolmente per le seguenti ragioni:

©50n0 note a priori posizione, direzione e lunghezza delle singole fessure in quanto coincidono con
le rispettive linee (che in genere poi si presentano nel continuo in numero assai limitato);

~ 120 ~



- ad ogni linea di fessurazione corrisponde un’unica fessura ad ampiezza costante;

- per conoscere lo stato di sollecitazione di un’intera linea di fessurazione ¢ sufficiente definire il mo-
mento flettente di un solo punto di detta linea; cid in quanto, a quadro fessurativo ultimato, i mo-
menti flettenti globali (elastici pit anelastici) assumono un valore costante lungo le rispettive lince
di appartenenza.

Come si intuisce, il problema si semplifica notevolmente e puo essere agevolmente risolto operando

con le metodologie esposte in (XI) ed in particolare in (XII).

In tal senso & necessario perd conoscere prioritariamente i momenti flettenti relativi a distorsioni uni-

tarie; allo stato attuale delle tecniche computazionali detti momenti si ottengono facilmente operando

con programmi di biblioteca agli elementi finiti.

Infatti si pud condurre la ricerca sia indirettamente sfruttando il secondo principio di reciprocita

di Colonnetti, sia direttamente assimilando la distorsione ad un gradiente termico.

In (XIII) abbiamo esposto in dettaglio il procedimento numerico atto a determinare i momenti relativi

al carico di completa fessurazione, in questa sede ci limitiamo ad enunciare sommariamente i principi

generali di calcolo.

Siano:

¢, . = rotazione anelastica, ovvero distorsione agente nel punto i in direzione r (rotazione
attorno alla normale ad r) ’

Cp,g(i,r) = momento agente nel punto p in direzione £ dovuto ad una distorsione unitaria

¢, , =1 definita come sopra

)

Distinguendo nel momento ricercato la parte elastica (sottosegnata) da quella anelastica (soprasegna-

ta), per il livello di carico qui considerato possiamo scrivere:
I I =
n = m + m
Mg~ Dot p.§ [7]

In modo generale ora, per mezzo delle convenzioni poste, il momento anelastico incognito E; &

assumera la forma:
—I e= e
my e = Zan %y Coean (8]

Per quanto esposto in (XI) possiamo sostituire a ¢ I’espressione equivalente nell’'incognita Eil i

- . 1 =1 £
e + —
; ¢ fi,r (mi’r m; mr) [9]
dove mi ¢ il momento di fessurazione relativo allalinea r e ‘fi . ¢ un coefficiente numerico che de-

riva dal diagramma trilineare momenti-rotazioni.
Introdotte le [9] nella [8] si ottiene quindi un’equazione nelle sole incognite ﬁ_lg . Scritta dunque la

[8] per ogni linea sede di distorsioni (quindi per tutte le linee di fessurazione) si ottiene un sistema
I

i,r
Infine a mezzo delle [7] si ottengono i momenti ricercati e risulta pertanto nota la relazione: livello

di equazioni lineari nelle sole incognite fii; =~ di possibile soluzione.

di carico corrispondente alla formazione del completo quadro fessurativo-momenti lungo le linee di

fessurazione.

4. Relazioni carichi-deformazioni nel campo compreso tra completa fessurazione e collasso

A fronte di quanto sinora esposto possiamo affermare di essere in grado di determinare le relazioni
carichi-momenti lungo le linee di fessurazione del continuo per il generico livello di carico compreso
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tra completa fessurazione e collasso.
Per passare ora da queste relazioni a quelle carichi-deformazioni (rotazioni od abbassamenti) si deve
esplicitare il parametro K di cui alla relazione [3].
La sua determinazione non ¢ perd diretta e richiede tutta una serie di operazioni e considerazioni
ampiamente illustrate in (XIV).
Riportando per breve sintesi quanto esposto, ricordiamo che le linee di fessurazione o di articolazione
rappresentano un’astrazione ed equivalgono, come effetto deformativo, all’assieme del fenomeno fes-
surativo ad esse limitrofo; & possibile quindi concentrare in esse tale fenomeno ed operare di conse-
guenza con un’unica rotazione anelastica ¢ equivalente alla somma delle rotazioni indotte dalle sin-
gole fessure.
Applicando ora gli stessi concetti gia elaborati per le strutture monodimensionali, ¢ logico ammettere
che tale rotazione anelastica totale ¢ dipenderd essenzialmente dall’ampiezza della zona fessurata
e dall'andamento in tale zona del diagramma dei momenti flettenti letti normalmente alla linea di ar-
ticolazione considerata (Fig. 1).
Pertanto per calcolare K, ovvero per determinare ¢, ¢ necessario prioritariamente conoscere le su-
perfici dei momenti flettenti anche all'interno dei pannelli elastici che, collegati tra loro a mezzo di
cerniere cilindriche, definiscono teoricamente il continuo in fase di completa fessurazione.
E’ questo un tema molto complesso che da un punto di vista teorico generale trova soluzione a mezzo
delle tecniche numeriche esposte in (XII).
Tuttavia le proprietd dei continui isotropi riportate nei paragrafi precedenti e la conoscenza della legge
carichi-momenti lungo le linee di articolazione, consentono, agli effetti flessionali, di sostituire alla
struttura reale fessurata una struttura equivalente di possibile studio in campo elastico-lineare.
Ipotizzando infatti la struttura equivalente come formata da pannelli elastici tra loro connessi da
cerniere cilindriche ed applicando ad essi il livello di carico desiderato e lungo le cerniere i momenti
che a loro competono, I'effetto flessionale globale, nei limiti delle approssimazioni insite nella teoria
delle linee di rottura e di fessurazione, sard uguale a quello del continue fessurato soggetto allo stesso
livello di carico (Fig. 2).
E’ possibile quindi operando esclusivamente in campo elastico lineare conoscere per il generico conti-
nuo la superficie dei momenti nelle direzioni desiderate e procedere quindi, per integrazione del dia-
gramma delle curvature anelastiche (similmente a quanto d’uso corrente per le strutture monodimen-
sionali), alla determinazione delle rotazioni anelastiche ¢ desiderate (Fig. 3).
E’ questo per breve sintesi quanto in maniera semplificata consigliamo in proposito e rimandiamo
alle memorie (XIV) e (XV) per maggiori delucidazioni e per I’esposizione delle tecniche computazio-
nali pit idonee al caso.
Ricordando infine gli operatori cinematici derivanti dalla trasformazione del continuo bidimensio-
nale in poliedro, otteniamo direttamente il valore dell’abbassamento conseguente al fenomeno fessu-
rativo (Fig. 4):

F=i7 [10]
3
Sommando a questo valore 'abbassamento elastico relativo al continuo bidimensionale non fessurato
otteniamo infine il valore dello spostamento totale desiderato:

§ =686 +8 [11]
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5. Applicazioni alle piastre rettangolari uniformemente caricate con diverse condizioni di vincolo ¢

confronti sperimentali

11 C.E.B. nell’ambito della Commissione II “Structural Analysis” ha da tempo istituito un gruppo di
lavoro, da noi coordinato, per lo studio di semplici metodologie finalizzate alla determinazione dello
stato deformativo delle piastre in c.a. '

In seno alla Commissione II si & deciso poi che detto gruppo doveva principalmente indirizzare i suoi
lavori alle piastre rettangolari uniformemente caricate e soggette a diverse condizioni di vincolo in
quanto esse coprono le maggiori richieste della progettazione corrente.

Cio premesso in un primo tempo (XIV) si sono stabilite le tecniche computazionali pit opportune
per ottenere la superficie dei momenti del continuo bidimensionale e quindi i principi di calcolo ne-
cessari per la determinazione delle rotazioni anelastiche concentrate.

Queste metodologie si sono applicate poi alla piastra quadrata, semplicemente appoggiata ed unifor-
memente caricata, consegnando una semplice relazione lineare che consente il calcolo diretto dell’ab-
bassamento dovuto al fenomeno anelastico.

In un secondo tempo (XV) si & estesa I'indagine alle piastre rettangolari uniformemente caricate e con
diverse condizioni di vincolo e, adottando gli stessi procedimenti descritti in (XIV), si sono consegnate
le diverse formule d’uso necessarie al calcolo dell’abbassamento dovuto al fenomeno anelastico.

Per testare la validitd delle formule proposte in entrambi i casi trattati si sono eseguiti dei confronti
con le prove sperimentali in tal senso esistenti.

In particolare si & fatto ampio riferimento alle classiche prove di Bach e Graf che per accuratezza di
sperimentazione risultano altamente affidabili (XVI).

I grafici di seguito riportati evidenziano 'andamento lineare della relazione carichi-frecce come da
noi previsto ed inoltre dimostrano l'attendibilitd delle formulazioni proposte e quindi da un punto

di vista generale fanno ritenere intrinsecamente valido quanto da noi esposto.
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Linea di fessurazione
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ANALISI TEORICO-SPERIMENTALE DI PANNELLI FORATI PREFABBRICATI
DONIDA GIANMARIA - MENDITTO GIOVANNI (1).

Istituto di Scienza e Tecnica delle Costruzioni - Facolta di Inge-
gneria - Universita degli Studi di Ancona.

SOMMARIO

Vengono confrontati i risultati di un'analisi di un pannello sand-
wich in c.a. a sezione alleggerita di tipo scatolare, condotta sia
per via teorica a mezzo di discretizzazione per E.F. che per via
sperimentale operando su prototipo al vero. Si evidenzia il buono
accordo dell'indagine teorico-sperimentale.

SUMMARY

The theoretical and experimental analysis of a reinforced concrete
sandwich panel with a box section is compared. The theoretical pro
cedure is carried out with F.E. tecnique; the test is performed on
a actual prototype. The theoretical and experimental agreement is
pointed out.

1. INTRODUZIONE

La tecnologia dei pannelli sandwiches in conglomerato cementizio
con armatura lenta & orientata verso la produzione di elementi che
compatibilmente con le esigenze statiche e termiche, risultino il
pitu possibili leggeri. Si interviene pertanto sulla geometria del-
la sezione in modo da realizzare forme scatolari per la quale-1l'a-
nalisi statica pud essere agevolmente condotta a mezzo di procedi-
mentli di discretizzazione del continuo. Particolare attenzione me-
rita allora la modellazione del pannello e la scelta del tipo di
E.F. specie per tener conto delle discontinuita geometriche. Si é
ritenuto pertanto interessante studiare un pannello sandwich a se-
zione scatolare (fig.1l).e confrontare i risultati pil significati-
vi dell'analisi con quelli ottenuti dalla sperimentazione di un
prototipo al vero.

2. IL MODELLO AD ELEMENTI FINITI

I1 modello ad E.F., rappresentato in figura 2 & costituito da 1031
punti nodali ed & composto dai seguenti tipi di E.F.:

a.—- membrane per la parete interna ed esterna, in numero di 124
per ciascuna parete;

b.- beam: n.4 sotto l'apertura centrale e n.14 in asse del maschio
a sinistra dell'apertura;

c.- brick ad otto nodi per il cordolo di ripartizione posto al di
sopra ed al di sotto del pannello (n.15 elementi per ciascun cor-

(1) Gli Autori dichiarano di aver contribuito in egual misura alla
stesura del presente lavoro.
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dolo);

d.- brick ad otto nodi per la "cintura" al di sotto del cordolo su
periore ed al di sopra di quello inferiore (n.21 e n.13 elementi
rispettivamente);

e.- brick ad otto nodi lungo gli elementi verticali del contorno
dell'apertura (n.30 elementi);

f.- brick ad otto nodi lungo i bordi verticali del pannello (n.16
elementi per bordo);
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_Membrane ¥ F e o .

_Beam EF__
_Brick_EEB____

TSI

to tra il cordo

g.- brick ad otto nodi per l'elemento di collegamen

lo superiore ed inferiore di ripartizione (n.15 elementi per cia-

scun collegamento).

4 ¢ 5 sono riportati rispettivamente 1 riferimenti

Nelle figure 3,
per l'elemento membrane,

beam e brick.

Risulta per il conglomerato:

Y= 0,12

3

2
Nmm

4

Eé = 3 x 10
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3. IL MODELLC SPERIMENTALE

I1 carico viene applicato eccentrico rispetto allo spessore del
pannello e distribuito uniformemente nel senso della lunghezza.

I1 dispositivo atto a riprodurre lo schema di carico & costituito
da una serie di 15 martinetti @ 100 mm., distanziati fra loro di

20 cm. e collegati in serie. Tali martinetti, posti fra la traver-
sa superiore della macchina di prova, caricano il pannello tramite
un cordolo di ripartizione. Nella parte inferiore del pannello, fra
la traversa della macchina di prova ed il cordolo prefabbricato di
ripartizione, viene eseguito un getto in malta cementizia dello
spessore di 2 cm. e larghezza 10 cm. a cavallo dell'asse di appli-
cazione del carico. Prima della prova, si procede a rendere piane
le superfici delle testate dei pannelli mediante 1l'interposizione,
tra queste ed i cordoli prefabbricati di ripartizione, di malta ce-
mentizia ad alta resistenza. Per la determinazione delle deformazio
ni unitarie sul pannello, si applicano 21 estensimetri a variazione
di induttanza con base di misura di 45 mm.; per la determinazione
degli spostamenti, si impiegano 10 trasduttori . di spostamento a va-
riazione di induttanza.

La disposizione degli strumenti di misura € riportata nelle figure
6 e 9.

I valori degli spostamenti orizzontali sono stati ottenuti depuran-
do i valori letti della rotazione rigida del telaio di riferimento
segnalata dallo strumento A.

I1 collasso & avvenuto a 3187 KN per cedimento dell'architrave in
corrispondenza dell'incastro sulla spalla piu larga. Nella fig.10
sono riportate anche le fessure rilevate a 1863 KN.

L'errore di misura dei carichi applicati pud ritenersi pari a * 1%,
mentre 1'errore di misura delle deformazioni unitarie e degli spo-
stamenti pud essere pari a * 0,5%.

La lettura degli strumenti viene eseguita con apparecchiatura di
commutazione e registrazione automatica. Per alcuni strumenti, scel
ti fra i piu significativi, vengono tracciate le curve carichi-spo
stamenti utilizzando dei registratori x-y; il segnale per la misu-
ra del carico viene derivato dalla cella pressiometrica di alta
precisione accoppiata al sistema di controllo della macchina di pro
va. La prova & eseguita aumentando il carico con incrementi di 200 KN
e fermandosi ad ogni incremento il tempo necessario per poter effet
tuare la lettura degli strumenti.

Raggiunto il carico di 1863 KN, si elemina buona parte della stru-
mentazione di misura.

Le prove proseguono incrementando 11 carico con velocita costante
sino a rottura e registrando i soli apparecchi collegati ai regi-
stratori x-y.
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- TAB. 1 - SPOSTAMENTI IN AM-m
CARICO POSIZIONE STRUMENTI DI MISURA
B , D E G
KN SPER.| TEOR. SPER. | TEOR. SPER. | TEOR. SPER. | TEOR
294,2 -110 -123 ~126 -136 —72V -81 -140 -154
490,3 | —-222 -149 -257 -279 1| =147 -159 -274 -299
686.,4 ~-336 -370 -389 -430 ) -224 -244 ~-432 ~-468
882,5 —-457 -501 -525 -5731 -306 -334 -580 -625
.1078,7 -580 -632 -668 -718 | -394 -432 -782 -859
1274,8 -710 -783 -814 -879 | -486 -532 -964 |-1041
1470,9 —-386 —-424 -963 [-1052| -583 -640. |-1290 |-1395
1667,0 -970 | -1073 | -1120 |-1218| -687 -751 |-1516 |[-1645
1863,1 F}1105 | -1214 | -1252 -1359 1 ~-791 —.853 -1776 [-1926
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Diagramma carichi-spostamenti
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4. CONCLUSIONI

In tab.1, con riferimento ai punti del pannello indicati in fig.6
vengono confrontati, limitatamente al comportamento elastico, i
risultati degli spostamenti ottenuti per via sperimentale ed a mez-
z0 del modello ad E.F.

Nelle figg.7 ed 8 relativamente alle posizioni H e C sono riportati
i diagrammi carichi-spostamenti sia sperimentali che teorici.

I risultati mostrano un buon accordo (scarti dell'ordine del 7+11%)
evidenziando la validita del modello usato. Appare altresi come una
scelta oculata del modello pud consentire di disporre di informazio
ni qualitativamente e quantitativamente analoghe a quelle dedu01b1—
1li da un'indagine su prototipo al vero.
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SULLA TRASMISSIONE DEL TAGLIO IN ELEMENTI
BIDIMENSIONALI PIANI DI C.A. FESSURATI

Pietro G.GAMBAROVA

Prof.Straordinario di Tecnica delle Costruzioni
Dipartimento di Ingegneria Strutturale
Politecnico di Milano, Milano

SOMMARIO

La descrizione del comportamento a taglio del calcestruzzo fessurato
pud essere basata su leggi sforzi-spostamenti valide per l'interfac-
cia delle fessure, o su un approccio di tipo ipoelastico. Due model-
1i vengono presentati, cosidetti il primo "delle fessure scabre" e
il secondo "dei pianidicontatto', e vengono mostrati alcuni risulta-
ti in tema di rigidezza a taglio e di curve taglio/scorrimento.

SUMMARY

The analytical description of the shear behav1our of cracked concre
te can be based on stress-displacement relations (valid at the crack
interface) or on an hypoelastic approach. Two analytical models are
here discussed, the first called "Rough Crack Model" and the second
"Weak Plane Model", and some results are presented too, with refe-
rence to the shear stiffness and to the shear/slip curves.

1. NATURA DEL PROBLEMA

Negli elementi bidimensionali sottili di calcestruzzo armato, sogget
ti prevalentemente a tensioni membranali, lo stato fessurativo dovu-
to a particolari condizioni di carico o a coazioni (ritiro, solleci-
tazioni termiche, cedimenti vincolari) induce localmente caratteri-
stiche di resistenza e rigidezza che possono essere molto diverse da
quelle del calcestruzzo integro. Cid & particolarmente vero per la
rigidezza a taglio, rappresentata dal modulo (tangente) G, il cui va
lore tende ad essere penalizzato dall'apertura delle fessure, ma pud
comunque rappresentare (in presenza di adeguati valori di scorrimen-
to) una frazione non trascurabile del valore elastico.

Sia la rigidezza che la resistenza a taglio del calcestruzzo fessura
to sono assicurate essenzialmente dal meccanismo di ingranamento del
le particelle di aggregato sporgenti dalle facce delle fessure, e la
valutazione delle suddette caratteristiche del materiale comporta un
attento studio dell'interazione fra le tensioni e gli spostamenti re
lativi (apertura e scorrimento) all'interfaccia delle fessure. -
Le numerose prove sperimentali eseguite negli ultimi quindici anni su
provini di calcestruzzo (armato o no), prefessurati con una sola
fessura (si vedano ad esempio i lavori (I-VII))hanno permesso di ri
conoscere in modo esauriente il ruolo dei vari fattori che interven
gono nella trasmissione del taglio per ingranamento. Essi sono: gli
spostamenti relativi fra le facce della fessura (due nel caso di sta
to tensionale piano, Fig.1), le tensioni di interfaccia (due, l'una
tangenziale e l'altra normale, di "confinamento"), la resistenza a
compressione del calcestruzzo, la granulometria e il tipo degli iner
ti, la natura dei carichi (monotonici oppure ripetuti-pulsanti, al-
ternati). Volutamente non si fa qui alcun riferimento all'armatura
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(peraltro presente - con barre esterne o interne aderenti-in molte
prove sperimentali) in quanto 1l contributo dell'armatura alla tra
smissione dei carichi per ingranamento pud essere studiato separa-
tamente, e comporta l'analisi di problemi non direttamente riguar-
danti l'ingranamento {(quali l'effetto bietta-dowel action - all'in
terfaccia delle fessure, e l'effettiva rigidezza assiale delle bar
re fra fessura e fessura, nel caso di armatura aderente).

L'analisi sperimentale sistematica del comportamento statico di una
singola fessura,e dei parametri cinematici e fisici che lo condizio
nano, permette di riconoscere che per un campo fessurativo regolare
(fessure parallele, equispaziate, ravvicinate) le leggi tensioni/spo
stamenti valide per una fessura possono essere considerate come ve-
re e proprie leggi costitutive del materiale "calcestruzzo fessura-
to" a condizione che si trascurino le deformazioni del calcestruzzo
solido compreso fra le fessure e che agli spostamenti relativi fra
le facce di ogni fessura vengano idealmente sostituite "deformazio-
ni equivalenti" ottenute "distribuendo" i suddetti spostamenti su
una lunghezza pari al passo delle fessure.

I risultati sperimentali non solo rappresentano un irrinunciabile
termine di confronto, ma nel contempo permettono l'individuazione
dei parametri di cui qualsiasi modellazione analitica deve tener con
to.

Proprio con riferimento alla modellazione analitica, al cuil impulso
molto ha contribuito l'uso dell'analisi con il Metodo degli Elemen=-
ti Finiti (che offre la possibilitd di aggiornare le caratteristiche
di rigidezza dei materiali, all'evolvere dei carichi) tre differen-
ti approcci possono essere adottati: (a) & possibile formulare leg-
gi empiriche che leghino il taglio trasmesso attraverso una fessura
allo scorrimento fra le facce, con l'apertura della fessura in ve-
ste di parametro (I,II,III,IV,V); (b) & possibile formulare leggi
tensioni / spostamenti basate su modelli micromeccanici pill o meno
sofisticati (VI,VIII,IX);(c) & possibile inquadrare il comportamen-
to del calcestruzzo fessurato (soggetto o meno a taglio) in un'otti
ca pil generale, in cui la fessurazione & considerata come una si-
tuazione limite in trazione, con tensione di trazione tendente a ze
ro e allungamento specifico tendente all'infinito (XI).

Nel seguito vengono illustrati due modelli analitici: il primo (co-
sidetto "delle fessure scabre") si basa su leggi tensioni spostamen
ti di tipo finito, e permette quindi la valutazione in forma chiusa
sia delle tensioni di interfaccia, che dei coefficienti della matri
ce di rigidezza del calcestruzzo fessurato; il secondo (cosidetto
"dei piani di contatto") permette la valutazione per via incre-~
mentale delle tensioni di interfaccia.

Ambedue i modelli portano a risultati in buon accordo con quelli del
le prove sperimentali, come verrd mostrato nel Par.4, in riferimen-
to ad esperienze di Paulay e Loeber, Walraven e Reinhardt, White e
Gergely. Preliminarmente & conveniente definire le matrici di rigi-
dezza B e E , rispettivamente della fessura e del calcestruzzo fes-
surato (si faccia riferimento a Fig.1 per i simboli):

Fig.1 - Morfologia di una
fessura: tensioni e sposta
menti all'interfaccia.

crack plane
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dc® B B as

nn 11 12 n
) , dg° =B ag (1)
o
done] {Ba1 Bao| (9%
dove B,, = 9OF /36 , B,, = OF /38 , By, = OF /38 , B,, = OF /30, se
le relazioni sforzi/spostamenti sono di tipo finito:cgn = Fn(én,dt),
c = .
Ope = Felos00)7
C CR
donn E11 E12 E13 dgnn
c — CR
Aol = | Baq Bao Bz e, act= g acR (2)
C CR
dOnt E31 E32 E33 dYnt
dove Eyp = By = Hyy = Ep3™ B3y = 00 Byy = PBygs Eqz = PByy. Egy
_ _ Lo . . CR_ CR_ CR_
= pB21, E33~ pB22, inoltre : denn—-dén/p, dynﬂ_dét/P' dettﬂo’ dove

p € 11 passo delle fessure.

2. MODELLO DELLE FESSURE SCABRE

In un elemento di calcestruzzo soggetto a stato piano di tensioni e
con azioni interne variabili con continuitd,le fessure tendono ad
essere macroscopicamente rettilinee (ortogonali alla direzione prin
cipale 1),ma localmente irregolari (Figure1,2). Tale irregolarita e
dovuta sia alle particelle di aggregato sporgenti dalle facce,sia alla
natura stessa delle fessure che nascono come microfessure isolate
(seppure appartenenti ad una ristretta banda microfessurata) e orien
tate casualmente, per fondersi poi in macrofessure continue. Le fes
sure sono pertanto scabre, e la distribuzione casuale delle asperi-
td permette di ritenere le tensioni di interfaccia come funzioni re
golari degli spostamenti §_e &, .
Con l'aiuto dei modelli micromegcanici molto semplificati di Fig.?2
€& possibile riconoscere le seguenti caratteristiche di una fessura
scabra:
- le tensioni di interfaccia sono essenzialmente legate al rapporto
r fra gli spostamenti &y edp (Fig.2a);

- per valori piccoli del rapporto r f(quali si verificano ad esempio
all'atto dell'apertura della fessura) la trasmissione di taglio
non richiede apprezzabile confinamento (Fig.2b);

~ per valori dell'apertura &, dello stesso ordine di grandezza del-
le dimensioni degli inerti grossi,il contatto fra le facce si an-
nulla e cosi le tensioni di interfaccia:

- al crescere del rapporto r la tensione gﬁt deve presentare un asin
toto o un ramo discendente, a causa dell'apertura di microfessure
fra particelle di inerte e malta, e nella malta stessa, e dello
sgretolamento locale della malta schiacciata dagli inerti (Fig.2c);

- 143 -



aggregate particles

mortar

F = local interface forces

Fig.2 - Schematizzazioni
della struttura di una
fessura : (a) effetto
"cuneo"; (b) comportamen
toall'atto dell'apertura;
(¢) microfessurazione .

- un aumento dell'apertura della fessura (a parita di scorrimento)
diminuisce i punti di contatto all'interfaccia e guindi comporta
una diminuzione del modulo delle tensioni Gﬁn € Opt:

9|0C 3lc’ |

an ’ nt < O sempre
36 36

n n

- un aumento dello scorrimento (a paritd di apertura) aumenta i pun-
ti di contatto all'interfaccia e quindi comporta un aumento del mo
dulo delle tensioni of, e of¢ :

c c
aonn o0 ‘
— 350 8§, 20, Lt >0 sempre
s t 36 ~
Tt t

. . C c .
Concludendo, alle ten51on1<3nte O, nPOssono essere date le seguenti

formulazioni:
c
Ot = Fq (6n/Da) . F2(r) (3)
Opn = Fa (8./D) + F (r%) = FL(5 ). F.'(r).0C (4)
nn 3 n” "a 4 3" 'n 4 nt
L'esame dei dati sperimentali di Paulay e Loeber (I) - si veda (IX)
e di Daschner e Rupfer (VII) - si veda (X) - permettono di scrivere
le equazioni (3) e (4) nel modo seguente:
3
28 a, + a,|r|
Ogt =T, (1— Dn > r 3 44 (5)
a 1+a4 r
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c 6t Int _ a1 v o
an T T %2 5 2a T T Tage e O
- a
(8, 6) S 4 (1+r2)
dove a1a2=0.62, a3=(2.45/TO) N/mm2, a4=2.44(1—4/TO N/mmz), T5=0.25

+0.30 fé, g=0.25

I1 coefficiente 1o rappresenta la resistenza a taglio della fessura
nel caso limite di apertura nulla (6 = 0, ¥~ ®)

Nell'equazione(5) si & supposto che “lungo la fessura la granulome-
tria sia la stessa dell'inerte, e che gli inerti rispettino la cur
va di Fuller (X). Quest'ipotesi va considerata come una prima appros
simazione, perché la fessura & certamente pit "liscia" di quanto
la granulometria degli inerti possa indicare (la fessura si propaga
anche nella pasta di cemento).

In Fig.3 sono rappresentate qualitativamente le curve sperimentali
taglio/scorrimento, ad apertura costante della fessura (Fig.3a) e
ad azione di confinamento costante (Fig.3b). La forte dipendenza
della tensione 0§ dal rapporto r & bene evidenziata in Fig.4.

I1 confronto teorico-sperimentale & rimandato al Par.4.

Le equazioni (5) e (6) permettono per derivazione di ottenere le e-
spressioni dei coefficienti della matrice di rigidezza E del calce-
struzzo fessurato:

Y 50° T 2
B _ nt _ D nt _ _©O 1- _51€CR F'(r) (> o sempre)
33 aYCR 8 cCR Da nn j°
nt t nn
30° a0° T 2
P
E = nt _ P nt _ _ 2 F(xr)- 2 ECR + (1= -———ECR r F'(r
31 CR CR nn D nn
J€ 96 £ 2D a
nn n nn a
(SO0 per r 2 0
c c
80 30 E
nn 2
E = cR- =P nn _ |OC . 31 + d (> 0 sempre)
1 de 28 nn oC ECR(1+r2)
nn n nt nn
c c
E 900 9%n c r? B33
13 = = = —= - N 2
ayCR o s 9n CR 1-2qg 1+r2 + < (S 0 per r <
nt t Tnt nt
C
Ont
én< 5n< 6n 5’:
Fig.3 - Curve di risposta taglio/scorrimento ad apertura costante

(a) e a confinamento costante (b).
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del coefficiente E33

(si é trascurato V28 /D rispetto alla
s n
unita, nell'eq.(5))

£'=31 N/mm2, D =19 mm
c a

4Fig.4 - Confronto teorico-eq. (5) -

/sperimentale (I) : si osservi la
forte dipendenza delle curve 0§y
(6,) dal rapporto r.

t
15-10°
E C
" %§£=135
104 6.9 : N/mm3
345
05_
S 2227200 N/mm>
0 ' E"—EC/1(1-V)—2 l0 mm
00 05 10 15 20
3 Es =0
-6-10° |
E3] /\ 31
-4 13.8
6.9
=2 45
0 [ 1 L
00 05 10 15 20

15
n=3t/8n

10 20

00 05

Fig.6 - Curve dei coefficienti E11’
E3qrBqy3-



CR .CR
£

dove r = Yot / nn
3 3
a,+a,|r] a,+ 4 a,|r|” - 3a,a, r
F(r) = ¢ 34 , F'(r) = 3 4 3 4 .
1+a r4 (1+a r4)2

4 4

In prima (ottima) approssimazione si possono confondere le deforma-
zioni dovute alla fessurazione (egg,y R) con le deformazioni totali
(enn,ynt). In Fig.5 sono riportate le curve del coefficiente F

per tre wvalori dell'inverso della dilatanza della fessura ¢ }Ont
(Fig.5a), della dimensione massima degli inerti D (Fig.b5b), della
apertura delle fessure én(Flg 5¢).

Il passo p delle fessure & assunto pari a circa 10 Dy (p=200 mm, D, =
19 mm) . Si osservi come nei vari casi esaminati il coefficiente E33
assuma valori compresi fra il 10% e il 60% del modulo elastico a ta
glio G, del calcestruzzo 1ntegro (Fig.5b,c), e come E33 possa mante
nere valorl molto prossimi o eguali a quello elastico anche in pre-
senza di elevatl valori dl taglio e di apertura delle fessure (ad
esempio Ojt = 6.9 N/mm“, 8y = 0.5mm, r ~» 0.35 mm, Fig. 5a).

Per i tre suddetti casi di dilatanza costante in Fig.6 sono riporta
te le curve dei coefficienti E11,E31,E1 il coefficiente E4q assu-
me sempre valori algquanto bassi (Fig. 6a§ come l'intuizione stessa
suggerisce dovendo essere la fessura poco rigida trasversalmente;il
coefficiente E3q & dello stesso ordine di grandezza di Ej3 (Fig.6b)
e cid denota un forte accoppilamento taglio/apertura, mentre il coef
ficiente E13(F1q 6c) assume valori alquanto bassi (1! accoppiamento
confinamento/scorrimento & meno forte del precedente).

Le matrici B e E non sono comunque simmetriche.

3. MODELLO DEI PIANI DI CONTATTO

La natura del calcestruzzo,che & un materiale composito essenzialmen
te fragile, costituito da inclusioni rigide (le particelle di iner-
te) e da una matrice molto pill deformabile (la pasta di cemento), com
porta che la distribuzione locale delle tensioni sia ben lungi dal-"
l'essere uniforme. In particolare le tensioni nella pasta di cemento
raggiungono i valori pil elevati nei sottili strati di pasta compre
si fra particelle di inerte adiacenti, e tali strati possono essere
considerati come "piani preferenziali" per la localizzazione della
microfessurazione, a condizione che siano sede di sforzi di trazio
ne (si veda il semplice modello di Fig.7). Si pud pertanto affermare
che i1 comportamento del calcestruzzo in regime di prevalente trazio
ne & strettamente legato al comportamento lungo i piani preferenzig—
1i di microfessurazione, nel seguito indicati con la pil generale de
nominazione di "piani di contatto". In un'ottica microscopica ogni
punto di calcestruzzo & caratterizzato da un numero limitato di pia
ni di contatto o anche da nessun piano. In un'ottica macroscopica
tutte le giaciture passanti per un punto possonc essere considerate
come piani di contatto (Fig.8), in gquanto la distribuzione di tali
piani & localmente casuale.

Immaginando ora di non fare distinzione - su ogni piano di contatto-
fra le tensioni "effettive" a livello microscopico, e le tensioni
"medie" a livello macroscopico, il comportamento statico di ogni pia
no pud essere descritto con leggi costituitive del seguente tipo -
(Fig.9):

g =7PF_(e_, ) (7,8)

n n n nt

=
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Fig.7 - Esemplificazione dei piani Fig.8 -Piani di contatto a livel
di contatto a livello microscopico. lo macroscopico.
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Fig.9 - Tensioni e deformazioni Fig.11 - Storie di deformazione:

lungo un piano di contatto. (a) tutti i piani di contatto ri
sultano inizialmente caricati in
trazione (e,>0 per vy, =0); (b)fin
dall'inizio alcuni anni risulta
no caricati in trazione ed altri
in compressione (€n<0).
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Fig.10 - Legge op(e,) per i casi di:piano caricato in trazione (OPR) ,
piano caricato in compressione (0Q') ,piano che venga scaricato (PQ).
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Dato che in ogni piano infinite sono le direzioni possibili per

Tnt € ?nt' 1'introduzione di tali due parametri conporterebbe diffi
cili problemi analitici e computazionali; pertanto, per ragioni di
semplicitd, l'eg. (8) non viene introdotta_e nell'equazione (7)viene
lasciata cadere 1'eventuale dipendenza da yp¢. Quindi ogni piano di
contatto risulta caratterizzato da una legge "monoassiale", che ri
guarda esclusivamente la tensione normale op e la deformazione nor-
male €n. A parziale giustificazione delle suddette semplificazioni
si pud osservare che lungo le microfessure l'apertura tende a pre-
valere rispetto allo scorrimento (quindi ep > Ynt) : COS1 come sem
pre avviene per le fessure strette. Peraltro l'accoppiamento sfor-
z0 normale/scorrimento & piuttosto limitato anche nel caso delle fes
sure (si vedano i valori del coefficiente E, in Fig. 6c¢), cosi co-
me ragionevolmente ha da essere per gli sta%i tensionali preceden-
ti la microfessurazione.

Si ammette infine che ciascun piano sia cinematicamente indipenden
te dagli altri, ipotesi questa che & accettabile per i materiali che
presentano un gran numero di vuoti (come il calcestruzzo).
L'equazione (7) pud essere scritta nel modo seguente:

On = Cn(en) €1 (9)

Facendo riferimento ad uno stato tensionale piano, ove siano asse-
gnate le deformazioni ekm(k,m = 1,2) in un opportuno riferimento, e
volendo valutare le tensioni 0i4 (i,7 = 1,2) in altro riferimen
to, valgono le seguenti relazioni:

€ = n, n_ €
n ¥k "m km

m m

1
j/' Cngn n. nj d¢ ovvero Uij = = J/. Cn Dy nm n. njekmd¢

O O

Q
I
EYTN

i3

dove ny ny n; n; sono coseni direttori. Le tensioni o,. vanno valu-
tate per integrazione su tutti i possibili piani, idefitificati dal-
l'anomalia ¢ rispetto ad uno degli assi di riferimento dello stato
tensionale (Fig.8).

Passando alla forma incrementale:

i dcC
= — 1 n '
dgij Eijkm dekm con Eijkm =1 //' (cn+ dgn ) ninjnknmd¢ (10,10")

dove la matrice E & la matrice di rigidezza del materiale, conside
rato come un sistema di piani di contatto. -
Per descrivere il comportamento ¢ _(e.) del calcestruzzo in trazione
uniassiale, comprendendo anche lo strain softening, basta dare alla
equazione (9) una formulazione del seguente tipo (Fig.10,ramo OPR):

(1) Per un'illustrazione completa del metodo dei piani di contatto,
in relazione anche ad altri metodi pill classici per la descrizio
ne del comportamento non lineare del calcestruzzo soggetto a pre
valente,trazione si rimanda a (XI).
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o =E_ e _En/ge (11)
n n n

dove il parametro En rappresenta la pendenza della funzione op= Cphep
per piccoli valori di €ns Clo& per un comportamento elastico del matg
riale. In tale ambito la legge (11) si riduce a on=Ep€n, cui corri
sponde il valore E=Ep/3 del modulo di Young, e il valore\>=0.33<ie;
modulo di Poisson. Pertanto, per descrivere il compor tamento elasti
co del calcestruzzo, & necessario assegnare a E, il valore 3E,, e

per correggere il valore del modulo di Poisson (da 0.33 a O.1§f0.20)
occorre introdurre opportune deformazioni volumetriche - si veda (XI).

Si pensi ora ad una storia di deformazioni (Fig.11a) _che preveda:

(a) trazione ( O < € < €y Yxy = 0); (b) taglio (EX=E, O<yxy<y) .Nel

la fase (a) tutti i Piani di Contatto si caricano in trazione secon

do 1l'eq.(11) (Fig.10, ramo OP): nella fase (b) alcuni piani si scari
cano (Fig.10, ramo PQ), mentre altri continuano a caricarsi in tra-

zione (Fig.10, ramo PR). Occorre pertanto formulare una legge On(en)
per il ramo PQ:

o, = - a+ R ATAN [ EA (en-b)/ B] (12)

Si consideri ora una storia di deformazioni (Fig.11b) _che preveda
trazione e taglio applicati contemporaneamente (O<ey<e ,0<y_ <Y):
in tal caso alcuni piani si caricano in compressione (curva~20Q',
Fig.10), mentre altri si caricano in trazione. Occorre formulare
una legge op (ey) anche per 0Q':

Q
It
ERS]

ATAN (uen) con o = —— (13)

I parametri a,B,b,E',0_ sono funzioni di o%,e*, f'ec(si veda (XI)).

Tarando opportunamente i suddetti parametri & possibile da un lato
ottenere la curva o_(e_ ) in trazione uniassiale del calcestruzzo,
dall'altro ottenere le curve di risposta ogt(St),ng(ét) del calce-
struzzo fessurato, pur di assegnare la storia delle deformazioni e-
quivalenti agli spostamenti lungo la fessura. Pertanto lo stato fes
surativo & rappresentato dalla "coda" della curva on(en) con riferi
mento ai singoli piani di contatto, e dalla "coda" della curva Oc(e¢)
con riferimento al comportamento uniassiale del calcestruzzo.

Nel Paragrafo 4 sgno state calcolate con le equazioni (11,12,13) 1le
curve Gnt(ét) e ng(ét) relative a parecchie prove sperimentali di
trasmissione del taglio per ingranamento degli inerti. Gli sposta-
mentl sperimentali sono stati "distribuiti" su una lunghezza pari
alla dimensione massima degli inerti Dy .Si & con cid ritenuto che
la fessura preformata dei modelli sperimentali nella realtd si pre-
senti come una banda microfessurata di larghezza Dy eguale a D4.L'
integrale (10') & stato valutato numericamente facendo riferimento

a 24 piani(Figi12a,b):si osservi che l'orientamento dei piani rispet
to agli assi di riferimento delle tensioni (o delle deformazioni im
poste) & giadifatto irrilevante per 12 piani (in Fig.12a si pud ri
levare che lo scostamento & gii tuttosommato 1imitato anche nel caso
di 6 piani differentemente orientati).

In Fig.12b sono mostrate le curve G%t(ét) per differenti numeri di
piani di contatto; in Fig.12¢ risulta soddisfacente l'accordo fra cur
ve teoriche e curve sperimentali.
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Fig.12 - Curve taglio/scorrimento per féc=37 N/mm ™, Da=DB=19 mm.
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4. CONFRONTI FRA RISULTATI TEORICI E SPERIMENTALI

I modelli illustrati nei precedenti paragrafi (nel seguito indica-
ti con 1 e 2) sono stati messi a punto facendo riferimento ai risul
tati sperimentali ad apertura costante (I) e a confinamento costan-
te (VII). Tuttavia i due modelli permettono di ottenere curve taglio/
scorrimento e confinamento/scorrimento in buon accordo con quelle
sperimentali anche per "storie" di spostamento Sp(d¢) del tutto di-
verse.,

Le curve di Fig.13 si riferiscono ad una serie di prove a dilatanza
costante della fessura (6p/0ft = 0.0725 mm3/N;o%+/8,=13.8 N/mm3) (I):
le curve a tratto pieno racchiudono il 75% dei risultati sperimenta
li, mentre la curva a tratteggio rappresenta la risposta a taglio ot,
tenuta con 1l modello 1, risolvendo l'eq.(5) per o%+/8p = 13.8 N/mm”:
l'accordo teorico/sperimentale & piil che buono. La curva a punto e
tratto € stata ottenuta con il modello 2, adottando come cammino Sn
(8,) il cammino medio sperimentale: di nuovo 1l'accordo con i risulta
ti“sperimentali & pil che buono. In (I) non sono date le curve con-
finamento/scorrimento o confinamento/taglio per la prova in questio-
ne.

Nelle figure 14,15,16,17 viene fatto riferimento ad alcune delle pro
ve sperimentali presentate in (VI), dove gli autori forniscono le
curve di tutti i parametri ingioco, ciod Oﬁt(ét), O%n(én),én(dt).

51 tratta di prove esequite su modelli in calcestruzzo prefessurati,
con l'azione di confinamento esercitata da barre esterne (Fig.14a),
non aderenti, ortogonali al piano della fessura e quindi non in gra
do di assorbire e trasmettere alcuna frazione dell‘fazione tagliante
applicata. Vengono qui riportati i risultati di 5 prove su 7. Per
cilascuno dei casi esaminati & riportata la curva Sn(d¢) sperimenta
le, che ha fornito la storia degli spostamenti per il calcolo delle
risposte teoriche og¢ (8¢) e ofn(S¢).

L'accordo teorico/sperimentale & complessivamente buono per le cur=-
ve taglio/scorrimento, e cid vale sia per il modello 1 che per il
modello 2. Per le curve confinamento/scorrimento 1'accordo & ottimo
nel caso del modello 1, mentre & solo parziale nel caso del modello
2. Occorre osservare che con il modello 1 il migliore accordo teori
co/sperimentale & stato raggiunto in alcuni casi adottando per T

il valore 0.3 f'(Figure 14 e 16) e in altri il valore 0.25 £y (Fi-
gure 15 e 17): la differenza fra i due valori non & certo maggiore
della dispersione dei risultati sperimentali in prove di questo ti-
po.

In Fig.18 vengono riportate le curve sperimentali cgt(St),Ogt(Ogn)

e 85(8¢) relative ad una delle prove (prova A1) illustrate in (III).
Tali prove sono state eseguite su modelli prefessurati con armatura
esterna, sollecitati con azione tagliante wvariabile in modo alterng
to: pertanto qui si fa riferimento solo ai risultati ottenuti duran
te il ramo ascendente del primo ciclo, dove tutti i parametri in gio
CO variano monotonicamente.

La prova A1 (che & l'unica di cui in (III) vengono forniti tutti i
dati relativi ai vari parametri statici e cinematici) molto si avvi
cina al comportamento medio delle 6 prove caratterizzate dalla sto
ria degli spostamenti di Fig. 18c. Sia per le curve G%t(dt) che per
le curve U%t(o%n)la dispersione dei risultati sperimentali & notevo
le (si vedano le punteggiate in Fig.18 a e b). L'accordo teorico spe
rimentale & pifi che buono per le curve taglio/scorrimento (Fig.18a),
mentre per le curve taglio/confinamento i due modelli rispettivamen
te sottovalutano (modello 1) e sopravalutano (modello 2)il ruolo del
lo sforzo di confinamento (Fig.18b). Complessivamente, escludendo i
piccoli valori del taglio, e cio& i piccoli valori dello scorrimen-
to, il modello 1 da valori di confinamento pill prossimi a quelli del
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la prova Al. Il modello 2 tende, come si & detto, a sopravalutare
l'azione di confinamento necessaria per garantire la trasmissione
di un assegnato valore di taglio, e cid & probabilmente imputabi-
le alla legge costitutiva scelta per i piani di contatto, che si 1i

mita a considerare le sole componenti normali o, e ep .

CONSIDERAZIONI CONCLUSIVE

La modellazione analitica della trasmissione del taglio per ingrana
mento delle facce delle fessure rappresenta un obiettivo importante
ai fini della definizione delle caratteristiche di rigidezza e resi
stenza del calcestruzzo fessurato.

Due metodi vengono proposti nel presente lavoro per la valutazione
della risposta a taglio e della rigidezza a taglio del conglomerato
fessurato, cosidetti rispettivamente "delle Fessure Scabre" e "dei
Piani di Contatto", aventi caratteristiche profondamente diverse.

Il primo si basa su relazioni sforzi/spostamenti (o sforzi/deforma-
zioni) -dovuti alla fessurazione- di tipo finito, e non & in gradodi
tener conto della storia degli spostamenti che ha permesso di rag-
giungere un assegnato regime statico finale. Si richiede che lo sta
to fessurativo sia del tutto definito come direzione delle fessure
e passo delle stesse. Il modulo di taglio E33 viene ottenuto in for
ma chiusa, cosi come il modulo normale E4qq riguardante la rigidezza
trasversale delle fessure.

Tl secondo metodo si basa sull'ipotesi che il comportamento statico
lungo una generica giacitura ("piano di contatto") nel calcestruzzo
sia caratterizzato da una legge uniassiale che lega la tensione nor-
male alla deformazione normale,e che il comportamento
statico del calcestruzzo nel punto in esame non sia che 1l'integrale
delle risposte statiche lungo le giaciture passanti per il punto.
Pur di assegnare alla suddetta legge opportune formulazioni per la
trazione (con ramo discendente), la compressione e il passaggio da
trazione a compressione, si pud descrivere il comportamento fessura
tivo (con o senza taglio), che & modellato attraverso grandi defor-
mazioni in trazione e tensione nulla.

Tl metodo tien conto della effettiva storia delle deformazioni, ed

& particolarmente adatto per la descrizione del degrado della rispo
sta statica del calcestruzzo fessurato sotto carichi variabili incre
mentalmente. -

Ambedue i metodi permettono di ottenere curve di risposta taglio/
/scorrimento in buon accordo con i risultati sperimentali. In parti
colare il confinamento & meglio descritto dal Metodo delle Fessure
Scabre; per converso il Metodo dei Piani di Contatto & di validita
pill generale, e si presta a descrivere anche il comportamento in tra
zione (con o senza taglio) del calcestruzzo, anche prima dell'inter
vento della fessurazione. -
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EFFETTI DEGLI IRRIGIDIMENTI VERTICALI E DELLA CEDEVOLEZZA DEGLI
APPOGGI NELLE TRAVI PARETE A DUE CAMPATE.
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SOMMARIO

La trave parete su tre appoggi con lesene verticali viene analiz-
zata, sia pure in campo elastico, in vista delle ridistribuzioni
delle reazioni vincolari dovute alle deformazioni locali della pa

rete e alla cedevolezza degli appoggi.La cedevolezza assiale dei
pilastri d'appoggic determina incrementi della reazione pil ester
na,aumentando le sollecitazioni nella zona pil critica della parete.

SUMMARY

Two span continuous deep beams are here considered,with and without
vertical ribs over the supports. The attention is focused on the re-
distribution of the support reactions, because of local beam deforma
bility and of support subsidence. Namely, when the beam is supported
by columns,the column deformability markedly increases the reactions
of the outer supports,where the beam behavior is:particularlycritical.

1. INTRODUZIONE

Frequentemente nella pratica progettuale risultano convenienti solu
zioni strutturali a parete portante,le quali non solo hanno il van-
taggio di eliminare gli ingombri delle travi,ma anche di aumentarne
considerevolmente la capacitd portante, oltretutto con deformazioni
molto limitate. w )

Il comportamento di questi elementi strutturali si differenzia consi
derevolmente da quello delle travi snelle soprattutto gquando la loro
altezza & pari o superiore alla lunghezza della singola campata.

In assenza di fessurazione, le ragioni sono dovute in primo luogo al
le deformazioni provocate dal taglio il quale, assumendo un valore e
levato, provoca considerevoli ingobbamenti della sezione. In secondo
luogo nelle adiacenze degli appoggi si manifestano picchi di compres
sione tanto grandi da non potersi trascurare la deformabilitd secon-
do la verticale e la diffusione del carico concentrato. Il comporta-
mento & alquanto differente anche nello stadio fessurato e in quello
ultimo dato che le fessure,in virtd dell'elevato valore del taglio,
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sorgono e si sviluppano maggiormente vicino agli appoggi che in cam-
pata e dato che la rottura pud manifestarsi per schiacciamento del
calcestruzzo sopra gli appoggi (I).

Per allontanare il rischio di rottura locale sopra gli appoggi, fre-
quentemente vengono disposte delle nervature verticali che hanno il
compito di ridurre le compressioni della parete e di ridistribuire
pit in alto le sollecitazioni taglianti. Tali nervature nella prati-
ca possono essere costituite dai pilastri oppure da estese pareti
trasversali, gli effetti delle quali perd possono essere riguardati
come gquelli di nervature equivalenti di larghezza limitata.

E' poi frequente la soluzione strutturale a portale semplice o multi
plo: la trave parete & appoggiata sopra i pilastri, che proseguendo
nella parete, realizzano peraltro le nervature. I pilastri sottostan
ti la parete a loro volta possono essere appoggiati su vincoli cede-
voli,come per esempio su plinti di fondazione. Nel caso delle travi
continue iperstatiche, la deformabilitd assiale dei pilastri, oppure
la cedevolezza dei pilastri unitamente a quella delle fondazioni, pos
sono giocare un ruolo importante per la distribuzione delle reazioni
vincolari, data la notevole rigidezza flessionale della parete.
Occorre osservare che il calcolo delle reazioni vincolari & partico-
larmente importante sia nei riguardi dello stato limite ultimo che
per le condizioni di esercizio.

Nel primo caso perché dal loro valore pud dipendere la crisi della in
tera struttura quando si manifesta per cedimento locale vicino agli
appoggi.

Nel secondo caso & importante quando occorre controllare 1
delle fessure, dato che esse si aprono frequentemente vicino agli ap
pPoggi estremi e la loro ampiezza dipende dall'entitd della reazione
vincolare.

Lo studio teorico della trave parete continua con un numero limitato
di campate & stato affrontato da alcuni autori (II) e (III) sia in
campo elastico che in regime fessurato(IV), (V), (VI),facendo riferimento
perd alla trave parete liscia e senza affrontare lo studio degli ef-
fetti della cedevolezza dei supporti.,

Il ruolo delle lesene e della cedevolezza degli appoggi & stato stu-
diato estesamente invece in (VII) e (VIII). L'indagine, limitata al
comportamento elastico lineare, di particolare rilievo agli aspetti
analitici i quali, data la complessiti del problema, richiedono un
certo impegno. Il metodo di calcolo & simile a quello di Schleeh(III)
che consiste nel sovrapporre a soluzioni polinomiali connesse col re
gime flessionale, soluzioni di tipo diffusivo connesse con le defor-
mazioni locali delle reazioni concentrate. Le soluzioni di tipo dif
fusivo sono ottenute con il metodo dei potenziali scalare e vettore
dello spostamento, il quale fornisce peraltro una ottima precisio-
ne, non facilmente ottenibile con la discretizzazione numerica, so-
prattutto in presenza dei notevoli gradienti di sforzo in prossimita
degli appoggi e dei punti di attacco parete-legena.

Nel presente lavoro si intende illustrare i risultati della trave al
ta con lesene a due campate uguali e con altezza uguale o minore del-
la luce, sottolineando maggiormente gli aspetti applicativi. A tale
SCOPO vengono messi a confronto i casi della trave-parete e quelli
della trave con lesene grosse e sottili, considerando per tutti gque-
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sti casi sia appoggi rigidi che cedevoli elasticamente. I risultati
esposti sono significativi perché, non solo si riferiscono ad una ca
sistica abbastanza ampia,ma anche perché sono espressi in forma adi-
mensionale e quindi validi indipendentemente dalle effettive dimen-
sioni della struttura.

Inoltre possono fornire indicazioni utili nei confronti degli stati
limite ultimi dato che fanno luce sulle cause che determinano la ri-
distribuzione delle reazioni vincolari, cause che in parte si manife

~

stano anche gquando la fessurazione € molto avanzata.

2. CALCOLO DELLE REAZIONI: RICHIAMI TEORICI

Per la trave alta su tre appoggi con lesene e a luci uguali, sottopo
sta a carico uniformemente distribuito lungo il bordo inferiore nel-
le due campate, la soluzione & quella corrispondente al caso riporta
to nello schema di Fig. 1. Tale soluzione in campo elastico pud esse
re ottenuta sovrapponendo le soluzioni dei quattro casi di Fig. 2,
nei quali i bordi verticali sono
caricati con distribuzione parabo-
lica di sforzo tangenziale, (&) ta
le che in ciascun caso le forze e-
sterne sono autoeguilibrate:

Fig.1
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Per la congruenza, lo spostamento totale dell'appoggio nella
sezione x=0 deve essere uguale all'eventuale cedimento A con-
sentito dal vincolo:

(@) I carichi tangenziali e quelli normali sono riferiti ad uno
spessore s unitario della parete.
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Aa + Ab + Ac + Ad = A .
Indicando con:
T T, et T, - AT T, (k) T 1)
a  2h°’ TbﬁaTa’ TC_ OLTa’ Td & a

i valori medi di ciascuna distribuzione di carico e con %y Gc,dd
i relativi coefficienti di influenza, si ottiene:

cZ —
J— R _ 0 ] _ =
Aa + éb Tb + dc T, ¥ dd T4 = Aa + i [a&b + (1 a)dc + (1+a) 6?} A

che fornisce il valore incognito di o

(3 - Aa)/(z‘g—ﬁ) -8 - 8,

Dei quattro casi considerati, le soluzioni del caso a) e b) sono di
pendenti dalla lunghezza delle campate ed esprimono il regime fles—
sionale del tutto simile a quello delle travi snelle, con 1l'unica
differenza che si deve tener conto dell'ingobbamento della sezione
in seguito agli elevati valori del taglio. I casi c¢) e d) invece e-
sprimono gli effetti locali connessi con la diffusione delle azioni
concentrate dei supporti: le loro soluzioni sono indipendenti dalla
lunghezza delle campate (e).

In (VIII) le soluzioni connesse con gli effetti locali sono state de
dotte mediante il metodo dei potenziali scalare e vettore dello spo-
stamento. Per quanto riguarda invece i casi a) e b) si sono impiega=-
te soluzioni polimoniali. In particolare per il caso a) si & impiega
ta la soluzione 3):

—?:Uol/h og 2 2 3
e o Mt
X (o] !
® Y i r n) |n h -
3
< Al 6 =g d2(2Y_3 y.,1
‘ * y o h 2 h 2 3)
Y
2
T Y V¥ ¥ 3 % % =g 241 -4f2 X
| o “xy 00‘231 4<h> %h
+ ¢ | 4

() In realtd cid avviene quando la lunghezza della campata & maggio
re o uguale all'altezza della sezione, come si ritiene nel pre-
sente lavoro.
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che fornisce lo spostamento verticale v a metd campata e al lembo
inferiore pari -a

4 2
_ 2 LY b 3!
hy = —[2.5 (H) + 1.2 <h>:IEOo ' )

e- alla gquale viene sommata una soluzione del tipo 4) con T= T .
Per il caso b) si & adottata la soluzione 4):

_ (L -2\ - = 37 |1-
yAt&% P 9% = 7 12t h h) h ’ oy 03 Txy 2 ! [1
x4 2
) - Y
J @ bz 4<h>
L " Eu _1(2+Y1—4y2—6y2£ = -
%‘ -1~ | Tz (V% h h|°F n\n
W7 L
+ ! +- E )Lz vwE a2 |3 = §.2_ X ’ +
%:—-"[2 b \h h
4)
rev[L- X)X i + C
h h f/\h 2

dove 1 € il valore medio della distribuzione di carichi tangenziali

di tipo parabolico: lo spostamento verticale del vertice x = 0 e y =
= -~ h/2 risulta:

3
- T o= ’_(.7«_ :S,:_P._ [
oo we [ ) s 4]t w o)

In realtda le soluzioni 3) e 4) si riferiscono alla trave parete liscia
e pertanto non possono tener conto degli effetti delle lesene che con
trastano le deformazioni e_ della parete lungo i bordi verticali.

Per tener conto di questi gffetti non del tutto trascurabili, in (VIII)
sono state sovrapposte a quelle polinomiali, soluzioni correttive cor-
rispondenti ai casi che si ottengono applicando lungo l'attacco lese~
na-parete le reazioni cambiate di segno dei vincoli fittizzi che im-
pongono alle lesene gli stessi spostamenti v(y) delle soluzioni poli
nomiali 3) e 4) (si vedano i casi a', a", b" degli schemi indicati
nelle Figg. 3) e 4)). Inoltre le 4) non rispettano la condizione che
lungo il bordo x = 0 siano nulli gli spostamenti orizzontali; pertan-
to la congruenza viene ripristinata imponendo le stesse distorsioni
cambiate di segno (caso b' della Fig.3).
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Fig.3
Ay o, fy
+. T 1
I i . !
(D - yln = <> | '
h _ Ta,‘ . " |2 a . ' 181
WL T Tl =
| 3k : L !
v AT i, AT A3 +s,7,
4 ! + _ Ay
"1 e 4R "1 i
r | ‘
: el ., fek
B 5 h
| A .t ,' X q%
| % ' !
A 3y 2 A T
¢N Fig.4

I coefficienti di influenza 3') e 4') risultano cosi modificati:

—_ + 1 o~ H
S 8 (éb + ob)

= + l“'+ l+ "
Aa A1 + 62 T, ( 6b T Aa Aa)

(5)

dove 1 termini entro parentesi rappresentano gli spostamenti corret-
tivi. Nella tabella di Fig.5) sono riportate le espressioni e i va-
lori di tali coefficienti (VIII): accanto ad essi sono riportati an
che i valori dei coefficienti per i casi c) e d), facendo riferimen
to a due tipi di lesene, con sezione di area 1'una doppia dell'al-
tra, e con riferimento alla bParete senza lesene.

'1'/AC e/Ac c g c
bed
@* TE é”%7ﬁ R I T ¥ 3 {;ii 6 T3
s
i == 4 o 4
L t L t L 4 Fig.5
1 — | +
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Ac 1 " t "
sh Se 84 Sp oy by Ba
h h 1 h h h
- = = = - = = 2 - a 210, =
333 90 ¢ 1.256 2 (425 = 083) = (145 o 290, 2 o3
h h 1 h 1. h h h
- = = = - . = . =) = -. = Ty o
166 1.53 1.847 = (.4285 100) = (1134 2) 2 2404 3 1506
+ 1
84 §
h h
0 247 |Fmom- o oo m oS T - L0150 -
(3.28+.20 L/h)h/E per d =c
(2.42+.17 L/h)h/E per d=2c
Fig.5)

Tenendo conto delle 5) & possibile riscrivere la 2) nel seguente mo-

do:
c £ agp oL
— o P .0 _ ] " _O_,
(4 ’%”(‘E)” 62—[6c+Aa/<_2'ﬁ>J [Sd+6b +Aa/< Zh)]
a = : 6)
S, _[GCJ * [‘Sd *ol, 8 b]

dove sono raccolti entro parentesi quadra i coefficienti degli effet
ti locali relativi ad uno degli appoggi.

Ricavato il valore di o & possibile calcolare le reazioni del vinco-
lo C di estremitd e dell'appoggio centrale D, tenendo conto della 1')
(v.anche Fig. 2):

— ool
RC = TChS = E (1 o) hs

L 7
RD=2Ths=-g§—ﬁ(1+a)2hs )

Quando gli appoggi sono cedevoli elasticamente il cedimento A risul-
ta pari alla differenza dei cedimenti elastici degli appoggi C e D:

essendo K, e K_ le loro rigidezze.
Per le 7) risu?ta allora:

N ool |, hs _hs -
A=—_ﬁl-[2g(l+a) KC(l OL)]

e pertanto la 6) viene cosl modificata:

hs hs oot I ' ool . " oot
TR TR AU(’?H)‘ Sy =8 *A a/(_?ﬁﬂ'l;d w8yt A, /(“"23)_‘

a = =

hs E _ ' "
2 §£-+ =t 62 [SC] + dd + 8 b ¥ é é] 61)
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3. CALCOLO APPROSSIMATO DEGLI SFORZI

Il calcolo degli sforzi nella parete e nelle lesene dovrebbe essere
effettuato mediante la sovrapposizione degli effetti relativi a cia-
scuno dei casi 1), e 2), a), a"), b'), b") c) e d) visti precedente-
mente. Per ciascuno di essi le soluzioni corrispondenti a carichi u-
nitari sono riportate nelle tabelle del lavoro (VII1); pertanto rica
vato dalla 6) il valore di o si ottiene il valore Thr Te © Tq (v.rel.
1') per il quale occorre moltiplicare le corrispondenti solu21on1.
Come si & detto precedentemente, le soluzioni dei casi a° ,a"), b'")
b") possono essere riguardate come soluzioni correttive che, sommate
a quelle polinomiali, 1) e 2) forniscono le soluzioni dei casi a) e
b) (v.Fig.2). Lo stato di sforzo di tali soluzioni correttive & pro-
vocato dalla presenza delle lesene che contrastano le deformazioni
verticali della parete delle soluzioni polinomiali: tale stato di sfor
zo pud diventare trascurabile quando le lesene hanno sezioni molto
piccole (e). Si commette poi un errore modesto quando si sostituisco-
no le soluzioni polinomiali con quelle della trave snella:

* (0) at
M s Xy 1
g = = ’ = ~— ’ = +-—-;
X 7 Y TXy Ts 0y dx dy 2 8)

In questo caso il calcolo degli sforzi della parete si effettua som-
mando alle 8) solamente le soluzioni c) e d) le quali per comodita
vengono riportate anche nell'appendice del presente lavoro.

4. RISULTATI

Per illustrare il ruolo delle lesene sono significativi i diagrammi
delle Figg. 6 + 9 che forniscono i valori delle reazioni vincolari
(v.rel.7) al crescere della lunghezza L della campata (rapportata al
l'altezza h), e che mettono a confronto i risultati corrispondenti

al casi con lesene grosse (sezione An=.333 hs(*)) con lesene sot-
tili (Ag=.166 hs ), oppure senza lesene con d;fferentl larghezze
dell'appoggio centrale (¢ =0.1L, oppure ¢=0.2L ) . Tutti i dia-

grammi si riferiscono al carico uniforme p avplicato al lembo inferio
re della parete e forniscono sia il valore della reazione Re dell'ap-
pPoggio pili esterno che quello della reazione R_ di quello centrale. I
valori di tali reazioni sono rapportate al valore pl/2 che rappresen-
ta la reazione in C, quando il momento iperstatico nella sezione cen-

(#) Questa semplificazione pud essere accettata limitatamente al cal-
colo degli sforzi. Qualora venissero trascurati i termini corrret
tivi anche per il calcolo delle reazioni vincolari, gli errori po
trebbero amplificarsi in maniera inaccettabile.

(0) Il momento M e il taglio T sono noti in quanto note le reazioni
vincolari.

(+) dove s & lo spessore della parete.
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trale & nullo. Sull'asse delle ordinate accanto ai valori crescenti
di Rp vengono riportati i valori di Rg che naturalmente risultano de
crescenti.

Dalla Fig. 6 risulta che gquando gli appoggi sono rigidi, le reazio-
ni sono poco differenti per i casi della trave senza lesene (con sup
porto centrale di larghezza doppia di quello esterno), e per i casi
con lesene uguali sui tre appoggi siano esse grosse o sottili. valo=-
ri pid elevati della reazione R si hanno per la lastra senza lesene,
ma con tre supporti di larghezza uguale,come conseguenza della consi
derevole cedevolezza locale in corrispondenza dell'appoggio centrale.
Per un utile confronto viene riportata la linea orizzontale che rap-
presenta la soluzione della trave ordinaria: in tutti i casi, per va
lori di L/h maggiori di 4, le reazioni della trave-parete praticamen
te risultano uguali a quelle della trave ordinaria. Le Figg. 7) e 8),
sempre relative ad appoggi rigidi, mostrano il notevole incremento
della reazione Rp nel caso di lesene grosse d'estremitd e lesena sot
tile o nulla dell'appoggio centrale: viceversa mostrano una riduzio-
ne di reazione d'estremitd R¢ nel caso di lesena grossa centrale e
sottili o nulle negli appoggi esterni.

La Fig.9 & importante in gquanto mostra il comportamento reale della
struttura quando la parete, come frequentemente avviene, & appoggia-
ta su pilastri. Vengono messi a confronto i casi di appoggio rigido
con quelli della trave appoggiata su pilastri aventi la stessa sezio
ne delle lesene; per la parete liscia i pilastri hanno lo stesso spes
sore s della parete e la larghezza a pari a quella adottata per gli
appoggi. In tutti i casi l'altezza dei pilastri & pari a quella della
trave parete. Dato che la zona vicina all'appoggio esterno rappresen
ta spesso la parte pill debole della struttura, & importante notare
che il caso pill sfavorevole e quello della parete liscia appoggiata
sui pilastri, per il guale, quando la luce della campata uguaglia la
altezza (L/h = 1), la reazione Ry d'estremitd diventa molto elevata
e corrisponde a quasi un terzo dell'intero carico.

Data 1'importanza della cedevolezza dei vincoli nei confronti della
reazione dell'appoggio esterno, & significativo il confronto dei dia
grammi di Fig. 10, i gquali mostrano che quando la cedevolezza (e) e
superiore a quella dei soli pilastri, come avviene per i pilastri a
loro volta appoggiati su fondazioni cedevoli, le reazioni tendono a
diventare uguali.

I diagrammi si riferiscono a campate con luce pari all'altezza (L/h=
= 1) . Vengono riportati anche i diagrammi corrispondenti all'appog-
gio centrale con rigidezza doppia di quella degli appoggi esterni.
Nel caso di supporti di ugual rigidezza quando la loro cedevolezza
supera il valore 15 + 20, le curve tendono ad avvicinarsi asintoti-
camente al valore Rp/(Pl/2) = Rp(pl/2) = 1.33. Cid significa che le
cedevolezze locali della parete perdono di importanza e la presenza
o meno delle lesene non gioca un ruolo significativo. In questo caso
allora le reazioni dei vincoli esterni diventano grandi e tendono ad

(8) La cedevolezza 1/Kc e 1/Kp dei supporti sono espresse in forma
adimensionale: Es/Kq e Es/KD essendo E il modulo elastico della
parete. '
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ad un valore pari a un terzo dell'intero carico.
Per un utile riferimento il punto nero e a stella indicano le soluzio
ni corrispondenti alle cedevolezze dei pilastri come nei casi di Fig.
9, per la parete liscia oppure con lesene grosse.

Le Figg. 11 - 12 mostrano gli sforzi delle sezioni indicate per il ca
so con lesene uguali (di sezione grossa) e con luce uguale all'altez-
za (L/h = 1). La Fig. 12 si riferisce al caso di supporto molto cede-
vole Es/KC = «, che risulta anche, come gid detto, il pili sfavorevole

per la zona vicina all'appoggio.

La Figg. 13 e 14 si riferiscono agli stessi casi di appoggio rigido

o infinitamente cedevole, ma in assenza di lesene. Si notano i picchi
di sforzi di trazione nelle prossimitd degli appoggi esterni.

In tutti i casi gli sforzi sono calcolati tenendo conto di ogni effet
to locale compresi quelli delle soluzioni correttive del tipo a') a"),

b'), b". Nelle curve della Figg. 11 e 13 vengono riportati (con punti
neri) anche i risultati approssimati ottenuti impiegando le relazioni
8) unitamente alle soluzioni del tipo c¢) e d) (v.paragrafo 2.). Men-

tre nel caso della lastra senza lesene (Fig.13) l'accordo & molto buo
no, nel caso delle lesene (Fig.11) sono in buon accordo gli sforzi

Ox © Txy connessi con la flessione e il taglio, mentre gli sforzi
verticall o, rivelano notevoli differenze in prossimita delle lesene,
dove le soluzioni correttive assumono un ruolo importante.

Si tenga presente infine che i risultati riportati precedentemente
possono essere validi anche gquando il carico & agente sul bordo supe
riore della parete, purch& nella parete si sommino agli forzi calco-

lati per il carico inferiore, i seguenti sforzi(o):

ox = 0, Oy = = 0g & Tyy = 0

Si osserva che tali sforzi non modificano il regime flessionale.

5. CONCLUSIONI

I risultati esposti nel presente lavoro, mostrano gli effetti delle
lesene e il ruolo della cedevolezza dei supporti nei confronti del
regime flessionale dell'intera trave parete.

Quando la parete & appoggiata su pilastri, la cedevolezza assiale deil
pilastri, trascurabile per le travi ordinarie, provoca notevoli ridi
stribuzioni delle reazioni dei vincoli, con aumenti considerevoli
delle reazioni negli appoggi pill esterni. Nel caso della parete senza
lesene tali appoggi hanno reazioni di valore prossimo ad un terzo del
l'intero carico come avverrebbe nel caso ideale di supporti infinita
mente cedevoli,. B
L'importanza del calcolo delle reazioni vincolari, & connessa con il
comportamento particolare di queste strutture, le quali manifestano

i primi segni di cedimento proprio nelle adiacenze degli appoggi pili
esterni (Fig.15) in seguito alle elevate sollecitazioni locali prodot
te dalle reazioni vincolari. D'altra parte in tale zona, a differenza

(o) Sul bordo inferiore hanno 1l'effetto di annullare il carico e su
gquello superiore di determinare condizioni al contorno corrispon
denti al nuovo carico /8/.
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Figu’]S - Rottura della parete per cedimento Fig.16 - Fessure di spacco
locale sopra 1'appoggio d'estremitd (1I). indotte dall'ancoraggio del-

le armature (1I).

di quanto avviene per l'appoggio centrale, il calcestruzzo ha una re-
sistenza ridotta in quanto & compresso verticalmente e teso in dire-
zione orizzontale oltre ad essere sottoposto alle azioni di "spacco"
parallelamente alle barre in seguito agli elevati sforzi di aderenza
richiesti dall'ancoraggio (Fig.16).

I risultati, sia pure ottenuti in campo elastico, forniscono indica-
zioni utili anche in vista dello stato limite ultimo, soprattutto
guando i vincoli sono molto cedevoli. In tal caso infatti le reazio
ni tendono a valori che sono indipendenti dalle deformazioni interne

della parete (Fig.10).
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SIMBOLI

X,y . assi di riferimento nel piano della lastra rispettivamente o-
rizzontale e verticale.

u, v : componenti di spostamento secondo X ey

Oy’ Oy’ Txy componenti del tensore degli sforzi

£ ,E .Y : componenti del tensore di deformazione

X ¥y Xy _
g, sforzo normale e tangenziale applicati al bordo della lastra
o

E : modulo elastico

v coefficiente di Poisson

h, s : altezza e spessore della lastra parete

L lunghezza della lastra di una campata

AC area della sezione della lesena

c larghezza del cuscinetto d'appoggio

L : distanza tra i punti mediani degli appoggi considerati fissi a
terra
per la trave con lesene L = £
per la trave senza lesene L = £ —c /2

D> 94 carico esterno per unitd di lunghezza p = Oos; qg=1T s

A spostamento verticale del lembo inferiore della trave in corri
spondenza dell'appoggio centrale

S coefficienti di influenza: spostamenti verticali del lembo in-
feriore sopra 1'appoggio centrale per carichi unitari

o coefficiente caratteristico per le reazioni d'appoggio

RC, R : reaziozi dell'appoggio esterno e centrale rispettivamente:

‘ R, = BE= (1-a) R =plL(l+a)

C 2 D -1

K rigidezza del supporto elastico [F x L 1
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TORSIONE MISTA NEL II STADIO PER STRUTTURE SOTTILI IN C.A.P.

Carlo MARIONI

Strutturista
DECON
ROMA

SOMMARIO

Dopo una sintetica rassegna delle principali teorie sulla torsione nel c.a. in
fase fessurata (II Stadio), viene affrontato il problema della ridistribuzione
tra torsione uniforme e non uniforme nel caso di strutture sottili per le quali
le sollecitazioni di torsione non uniforme rimangono in campo elastico.

Una breve rassegna dell'importanza dei dettagli costruttivi di armatura in fun-
zione dei modelli adottati, conclude la Memoria.

SUMMARY

A concise State of the Art report of r.c. torsional theories in the cracked state
(Phase II) opens the paper.

Redistribution is then studied between warping and non warping torsion for thin
walled structures, that remain in the elastic range with warping stresses.

A short review of detailing in connection with mechanical models adopted,closes
the Paper.

1.  PREMESSA BIBLTOGRAFTCA

L'evoluzione della tecnologia industriale per strutture prodotte in grande serie
comporta sovente una notevole riduzione degli spessori adottati. Tale tendenza
impone un aggiornamento di modelli fisici di comportamento,che si basi su ade-
guate indagini sperimentali.

Il comportamento nel II Stadio di strutture sottili torsionate non & ancora stato
approfondito a tutt'oggi in maniera adeguata. Recentemente P. MARTI (II) ha ten-
tato una pilu razionale sistemazione della teoria del "Campo di compressioni dia- -
gonali", gid formulata per il c.a. da M.P. COLLINS e MITCHELL nel 1971 (III e IV),
sulla base di un'analoga teoria messa a punto da H.WAGNER nel 1929 (V) per lo
studio del regime post—critico di taglio nelle travi metalliche ad anima sottile.
Tale sistemazione & stata accolta nell'ultima versione del Manuale "Fissuration
et déformations" del C.E.B. (VI), al quale si fara poi riferimento per il cal-
colo numerico.

Le altre teorie esistenti sull'argomento provengono dall'applicazione della teo-
ria generale della plasticitd di DRUCKER-PRAGER al cemento armato.e da varianti
spaziali del traliccio di Ritter — Morsch.
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Come € noto la trasposizione della teoria generale della plasticitd incrementale
al cemento armato urta contro una serie di difficolta dovute al comportamento
sostanzialmente diverso di questo materiale in campo anelastico rispetto all'ac-
ciaio, in particolare al comportamento tipo strain-softening in compressione ed a
tutta la serie di fenomeni legati alla presenza di armature metalliche ancorate

in una matrice dotata di scarsa resistenza a trazione, la quale pud presentare fe-—
nomeni di fessurazione anche prima dell'applicazione dei carichi esterni.

Va poi ricordato che la legge fondamenlale di normalitd non & pilenamente estensi-
bile al cemento armato, e che pertanto piu che di un adeguamento della teoria del-
la plasticita incrementale, bisognerebbe riferirsi piuttosto a teorie limite del-
l'equilibrio elastico. Una sintesi delle ricerche condotte in guesta direzione &
stata fatta da P. BAZANT (VII) nel 1981 in occasione del IABSE-Colloquium di

Delft "Advanced Mechanics of r.c.'". Vale la pena di ricordare che essa termina soft—
tolineando 1'esigenza di introdurre in questi studi la velocitd di dispersione di
energia lungo la banda fessurata, il che comporta evidentemente 1'affrontamento

di tematiche alquanto complesse.

Per quanto riguarda 1l'altro gruppo fondamentale di teorie che si rifanno al tralic—
cio di Ritter-Morsch, va ricordato che per la torsione, le equazioni di equilibrio
furono proposte da Rausch gia nel 1929 (VIII) e che la normativa C.E.B. & tuttora
prevalentemente impostata su tralicci spaziali aventi i correnti posti sugli assi
delle armature d'angolo della sezione in c.a., sulla base degli studi condotti

nel 1971 da LAMPERT e THURLIMANN (IX).

2. ANALIST DELLE PRINCIPALI TEORIE RELATIVE A SEZIONI IN C.A. SOLLECITATE A
TORSIONE NEL IT STADIO.

2.1 Le teorie derivate direttamente dalla Teoria generale della plasticita.

Le applicazioni della Teoria generale della plasticitd basate su un dominio di
plasticizzazione di tipo quadrato e su una curva intrinseca alla Coulomb per il
calcestruzzo

.-4}1:
cls
2
Z#;
cls.
-fc*
}?6'1 b\ N
¥ * N g
P V= fc/fc = coeff. di resa della resistenza

-fe

sU campione

Fig.1l Dominio di plasticizzazione quadrato per stati di tensione piani e curva
intrinseca di Coulamb modificata per il calcestruzzo.

hanno permesso gia da tempo la soluzione di stati piani di tensione nei quali
& predominante 1'influsso dell'armatura metallica rispetto alle caratteristiche
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fisiche del calcestruzzo, come nel caso della teoria delle linee di rottura per

le piastre,proposta da Johansen.
I parametri fisici del calcestruzzo considerati sono praticamente solo due: 1l'an-

golo interno di attrito¢ = 37° e la resistenza effettiva del calcestruzzo f*c—
v fC ; dove nel coefficiente v vanno conglobati gli effetti di cui la teoria
non Etiene conto in modo esplicito, quali gli stati di coazione iniziale, e gli ef-
fetti di forma e di disomogeneita del materiale.

Wx =Px._ff. _%.wx-i-wy ‘1 v Lsy
4
2 NCxy
Al Av
TN
LM 1
‘!.‘xy \ L
6 L
-
_— o & - . P X
X xy N 4>
. 2 - GX . W A x
‘+“6 =f *w " tan '\,’— -a-y— = -(:)T (1)
-GX chx - 6y

' ‘ezxy -sx 6\/ (2)

Fig. 2 Stadio tensionale di compressione monoassiale per il II Stadio secondo
la Teoria della plasticita: il c.a. & idealizzato come un continuo misto
acciaio/calcestruzzo nel quale le barre (perfettamente elasto-plastiche)
possono sopportare sforzi secondo la loro direzione soltanto. Le compo-
nenti ( 6, o ) agenti sull'elemento fessurato secondo gli assi (%s Y )
sono prodotte dglle barre di armatura allo stato limite.

Nel caso particolare in cui 1l'armatura di una delle due direzioni ortogonali non
raggiunga il limite di collasso (w_+w  >1), ma lo raggiunga prima il calcestruz—

zo (-0, = f*C ), le (1) e (2) danﬁo_lﬁogo al criterio di cedimento dell'anima
per travi con staffe verticali, adottato dal Model Code-C.E.B./1978:
2 1.9
tan B8 = ——z;y (1 bis)
Y

T 2 .

D o (1= ) (2 bis)

fé Y Y

La prima equazione, che definisce 1'angolo d'incidenza delle isostatiche di com-
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pressione in funzione della percentuale meccanica di armatura trasversale, costi-
tuisce la base di valutazione dell'angolo 6 nel Metodo affinato di verifica al
taglio del C.E.B. La seconda equazione fissa la resistenza limite © in funzione
anch'essa della percentuale meccanica di armatura trasversale, con la limitazione
(31° B < 59°). Nel caso di staffatura verticale, tale limitazione conduce alla
diseguaglianza (0,26‘Qny'<0,74 ).

2.2 Le teorie a traliccio spaziale.

Per quanto riguarda la torsione, i metodi a traliccio spaziale, come ad esempio
quello adottato dal M.C.-C.E.B./1978, si limitano innanzitutto a fissare empiri-
camente lo spessore della crosta esterna reagente ed a definire 1'area media sog-—
. getta al flusso torsionale.

L'inclinazione delle compressioni principali dipende esclusivamente dal rapporto

tra le percentuali meccanithe nelle due direzioni di armatura, con la limitaziocne
(31° <8 <59° )l

tan2 0 = Egs (3)
T

—f\é = w tan® =ow cotd (4)
fC X Y

Queste due formule sono evidentemente riferite ad un ben determinato tipo di arma-
tura: l'armatura limite di una certa sezione di calcestruzzo ,progettata in modo

da dare ciocé luogo al simultaneo collasso delle armature nelle due direzioni or-
togonali ( X, Y ).

Lo spessore della crosta resistente t & stabilito per sezioni prismatiche in fun-
zione della posizione delle armature longitudinali d'angolo, e il perimetro medio
sottoposto alla circolazione torsionale & delimitato dagli assi di tali armature.

2.3 La teoria del "Campo di compressioni diagonali'.

La principale differenza di questa teoria rispetto a quelle a traliccio spaziale,
consiste nell'associare un circolo di Mohr delle deformazioni ad un solo circolo
di Mohr delle tensioni per il cotinuo (fessurato) calcestruzzo — acciaio (IV), op-
pure a due distinti circoli di Mohr delle tensioni per il calcestruzzo e per
l'acciaio (II)
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Fig. 3 Il "Campo di compressioni diagonali.
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Per arrivare ad una modellazione cosl sintetica dello stato deformativo nel conti-
nuo fessurato calcestruzzo-acciaio, gli ideatori della teoria del "Campo di compres-
sioni diagonali" pongono una serie di ipotesi che ne vincolano e definiscono in-
sieme il comportamento meccanico.

1) A somiglianza di quanto considerato dai metodi a traliccio spaziale, lo spessore
strutturale resistente a torsione & costituito da una camicia di calcestruzzo,chqﬁui
esclude i1 copriferro e comprende l'armatura metallica longitudinale e trasversale.
Tale camicia di calcestruzzo & sede di uno stato membranale di compressione unidi-
rezionale con isostatiche avvolte a spirale intorno all'asse longitudinale della
struttura: lo spessore reagente t viene ricavato con procedimento a stress-block
per la sezione parzializzata.

2) La resistenza del calcestruzzo teso & trascurabile e pertanto le tensioni del
continuo fessurato in un generico punto e secondo una generica direzione, spettano
“all'acciaio, immaginato uniformemente disperso nella matrice di calcestruzzo.

3) La distorsione fessurativa & ipotizzata unidirezionalmente dispersa nel continuo
fessurato: essa non provoca disturbi statici legati all'aderenza, né disturbi mec-—
canici locali lungo le barre di armatura, perché le barre sono sollecitate a par-
tire dagli spigoli della gabbla di armatura, ed una volta aperte le lesioni, le
direzioni principali delle tensioni nel continuo fessurato conservano la loro di-
rezione, e gli spostamentl tangenti tra le due facce di una lesione svaniscono

(ddé = 0.

Uno dei vantaggil derivanti dall'adozione di tale teoria consiste nell'aver posto
finalmente in primo piano lo studio delle deformazioni del continuo fessurato,

Fig. 4 Deformazione torsionale di un elemento di trave prismatica: sono eviden—
ziate le due famiglie di curve principali.

che risulta pil vicino per il suo comportamento ad una piastra torsionata, che
non ad un solido prismatico sottoposto a torsione alla De Saint Venant.

In effetti oltre al predominante stato di compressione unidirezionale, sono pre—
senti nella parete torsionata sforzi flessionali di notevole entita che elevano
notevolmente 1 picchi di sollecitazione nelle strisce concave di bielle compresse,
come giustamente rilevato da Thurlimann (X). Va osservato inoltre che la parzia-
lizzazione della sezione resistente avviene sulle due facce della parete torsio-
nata secondo direzioni ortogonali, come risulta da un esame della Fig.4.

Lo stato tensionale della piastra sottoposta a torsione, pud essere meglio compre—
so ricordando che tra le curvature in un punto secondo varie direzioni di una
superficie torsionata, sussiste una relazione rappresentabile con un circolo di
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Mohr (Fig.5)

R4
-

Fig. 5 Qurvature in un punto di una parete torsionata,da Collins (XI)

Si comprende meglio pertanto come la parzializzazione delle sezioni resistenti
avvenga non pil secondo superfici piane ma secondo superfici di tipo elicoidale.
La rappresentazione di Mohr ci permette di individuare altresi una curvatura tras-
versale @t la quale non pud che influenzare il comportamento meccanico delle
armature trasversali tese dalle estremita.

Uno studio approfondito delle varie implicazioni meccaniche conseguenti all'in-
sorgere dello stadio fessurato,non & comunque ancora stato condotto in maniera
sistematica ne dai Teorici, né dagli Sperimentatori.

Ci limiteremo soltanto a ricordare qui un tipico esempio di effetto meccanico lo-
cale dovuto alla interferenza tra lo stato tensionale delle armature longitudi-
nali d'angolo e le bielle compresse di calcestruzzo, rilevato da Jori e Martinez
(XII) su una piastra torsionata dello spessore di 10 cm. (Fig.6).

Fig. 6 Caratteristica lesione d'angolo di struttura torsionata (M_ = cost) ri-
levata da Tori e Martinez (XII) su piastra (10x100)cm.

Tale effetto locale non & previsto da alcuna delle teorie esposte, per le quali la
traiettoria delle compressioni nel calcestruzzo dovrebbe conservare il suo angolo
con l'asse della trave.
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2.4 1o studio dei meccanismi di plasticizzazione nello stadio fessurato e la
formazione dei cinematlsmi a1 collasso.

Non si tratta di una teoria a sé stante, ma dell'indispensabile complemento di
qualsiasi teoria staticamente ammissibile. Nel caso della torsione del C.a.,es-
endo la trasformazione di geometria resistente della sezione nel passaggio allo
stadio fessurato cosl complessa, si intuisce come un tale studio sia di basilare
importanza almeno sotto due profili:
A) per l'iperstaticita interna della sezione, in quanto la plasticizzazione delle
singole pareti e dei singoli elementi resistenti del continuo fessurato ha riper-
cussioni-sulla deformabilita dell'insieme strutturale;
B) per l'iperstaticita al contorno dei tratti plasticizzati, poiche sia le pareti
nel loro insieme, che le armature longitudinali subiranno una evoluzione nei vin-
coli terminali a seconda della localizzazione delle zone plasticizzate.
Gli studi pil approfonditi sulla formazione di questi meccanismi sono stati finora
condotti da P. Miller (I)(IX), che ha indagato sia sull'evoluzione dei meccanismi
di plasticizzazione dei diversi elementi resistenti delle sezioni sottili chiuse
in c.a. (iperstaticitd di tipo A), che sull'influsso dello stadio raggiunto dalle
armature longitudinali al contorno del tratto plasticizzato, quale vincolo termi-
nale nel caso di sollecitazione di torsione non uniforme (iperstaticita di tipo B).
A noi interessa per il momento rilevare che i diagrammi costitutivi del materiale
delle sezioni prismatiche o chiuse in cemento armato sono abbastanza riconducibili
a segmenti di tipo multilineare, e danno luogo a vertici che segnano 1t'inizio del-
la plasticizzazione di un tipo di armatura presente nella crosta resistente, né
pil n& meno di quanto avviene per i diagrammi sforzi-deformazioni di strutture
iperstatiche perfettamente elasto-plastiche (Fig.7)
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Fig. 7 Diagramma costitutivo (M_, ¢' ) del materiale di una sezione chiusa sot-
tile in c.a., da (I)

Per quanto riguarda infine 1'approfondimento dei cinematismi spaziall di collasso
della sezione, dei quali ancora poco si conosce, rimandiamo agli interessanti
studi di P. Muller, ricordando che anche ai fini di una corretta progettazione,
1'indifferenza su ricerche di questo tipo,pud indurre a sottovalutare alcuni det-
tagli di armatura, la cui efficacia pud essere evidenziata in maniera chiara solo
da studi sperimentali pilotati e condotti fino allo stato limite ultimo.
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2.5 Verifiche sperimentali e campo di applicabilitd delle diverse teorie.

Un confronto completo tra le diverse teorie sul piano sperimentale, non risulta

a tutt'oggi essere stato ancora portato a termine.

Ci limitiamo qui a riportare i risultati di uno studio comparativo pubblicato da
Collins (XI) nel 1979 sulla base di prove sperimentali condotte da Hsu su una serie
di sei lravi prismatiche torsionate in c.a. (Fig. 8), armate con un'armatura longi-
tudinale pari a 1,5 volte quella trasversale.
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Fig. 8 Resistenza torsionale in funzione della quantita globale di armatura
secondo Collins.

Come si vede dal diagramma la teoria del'Campo di compressioni diagonali' raggiun-—
ge un buon grado di attendibilita in questo tipo di verifica sperimentale, mentre
altrettanto non si pud dire per la teoria a traliccio spaziale elaborata dal C.E.B.
In effetti nel caso del collasso simultaneo delle armature longitudinali e tras—
versali, le formule del M.C. - C.E.B. danno un risultato a sfavore della stabilité'
mentre nel caso di cedimento delle bielle compresse le formule del C.E.B. sono
molto prudenziali e danno una riduzione di resistenza con l'aumentare dell'ar-
matura. Tali anomalie del modello C.E.B. sono soprattutto imputabili al metodo di
valutazione dello spessore di camicia resistente riferito alla distanza minima

tra gli assi delle armature longitudinali.

Per quanto riguarda pol i casi di snervamento di un solo tipo di armatura & chiaro
che le formule del M.C. - C.E.B. cadano in difetto, prevedendo esse la simultanea
plasticizzazione di queste. Il merito di Collins, riconosciuto ormai anche dal
C.E.B. (XIII), e stato di aver scelto un tipo di armatura che, riducendo 1'incli-
nazione delle bielle, comporta maggiori sollecitazioni sia nella camicia di cal-
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cestruzzo che nell'armatura longitudinale, mettendo cosl in crisi il modello a
traliccio spaziale.

3. Ridistribuzione tra torsione uniforme e non uniforme nel II Stadio per
strutiure sottili 1n c.a.p.

Uno studio sul comportamento di strutture sottili torsionate in c.a.p., con l'ado-
zione di leggi costitutive dei materiali non lineari e stato pubblicato nel 1980
da Migliacci, Mola e Gaddi (XIV). In questo studio la portanza torsionale del
profilo alla De Saint Venant viene volutamente trascurata e l'attenzione & concen-—
trata sulla ridistribuzione di tutti gli sforzi normali nella sezione parzializ-
zata rispetto alla classica analisi elastica a sezione interamente reagente.

Noi ci occuperemo piu propriamente della ridistribuzione in campo anelastico tra
i due tipi di torsione uniforme e non uniforme, nel caso in cui quest'ultima ri-
manga con le sue sollecitazioni (o,t ) al di sotto della soglia elastica del
materiali.

Riprendiamo 1'equazione differenziale, che governa il regime di torsione mista

in campo elastico: T=T + T = Cko' - EI o''"' (6)
s W W
(dove: Té = Momento torcente uniforme (De Saint Venant)
TO) = Momento torcente non uniforme
Gk = rigidezza elastica torsionale (De Saint Venant)
EIum> = rigidezza elastica settoriale
ok = angolo di rotazione specifico)

Se adottiamo un legame costitutivo dei materiali di tipo bi-linearé, per la se-
zione sottile precompressa torsionata, potremo considerare separatamente e poi .
sovrapporre la quota elastica e la quota anelastica della deformazione, con me-
todo analogo a quello seguito dall'Autore nello studio della ridistribuzione dei
momenti in campo anelastico per le strutture iperstatiche (XV)
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Fig. 9 Diagramma costitutivo del materiale per sez. sottile torsionata in c.a.

Dalla Figura 9 risulta per il II Stadio:
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IT I I I

T =  'GK* = BAp'  GKT (1 - ) = GK (@ '=AF") (7)
s - ? gL M 01=50

IT .
(cony = CK = Rigidezza torsionale anelastica )

I .

GK Rigidezza torsionale elastica

A®' = quota anelastica di rotazione specifica torsionale.

Tl secondo addendo della (7) rappresenta la quota di torsione uniforme perduta ncl
IT Stadio rispetto al comportamento elastico. Nel casi di torsione mista per i
quali la quota di torsione non uniforme sia tale da rimanere in campo elastico

con le sue sollecitazioni, potremo pertanto scrivere:

I
- - = —Ap' Gk~ (1 - =-AT (1 -p )
ATS + ATw Acpel ( o) A Sal U (8)

Si potra cosl estendere la (6) allo Stadio torsionale anelastico:
T = GK! (@'-Aépl' (1= H ) - EIy, o (9)

Nel tratto di struttura che supera la soglia del comportamento elastico torsiona-
le avremo anche un aumento del momento Mw (warping moment) che si ottiene per
integrazione lungo il tratto plasticizzato

Ay, = —-jAT w dl (10)

L'incremento globale di momento non uniformeM relativo al tratto plasticiz—
zato & dato dall'integrale indefinito:

AM :GKIIAE' (1-p ) a (11)
w el

La funzione integranda rappresenta la rotazione specifica anelastica &'
lungo il tratto plasticizzato, come risulta chiaramente nella Fig.9 e pertanto:

AMm =GkI j'1 Aa' o« h
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Fig. 10 Integrazione delle rotazioni specifiche  lungo il tratto plasticizzato.
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Si potra pertanto scrivere che 1'incremento globale di momento non uniforme vale

genericamente:
I
M =G 1 GK 1 - 1 T 1
b KX A“’p xdo' o - )L, AT x Ly (13)
dove xy & un coefficiente che dipende dalla forma assunta dagia funzione © (T )
lungo il tratto plasticizzato lpl mentre 43" e 40" _, sono valutati per
MAX
T, =T
S S

T .
Per la valutazione di K = impiegheremo la formula riportata dal C.E.B. Bull.N°143
VI) per un valore (6 = 45°)delle isostatiche di compressione:

KII = 4Fa A3ef px pt

2 Px Pt
u

dove u & il perimetro medio ed A _ & l'area della crosta reagente a torsione
inscritta in tale perimetro; (ox , ot ) sono le percentuali geometriche di
armatura longitudinale e trasversale.

Consideriamo ora un esempio abbastanza frequente nella pratica costruttiva, per
valutare 1l'ordine di grandezza della ridistribuzione in gioco. Nella Fig.1l sono
riportati per compdita tutti i dati geometrici e i carichi relativi alla struttura
esaminata, insieme ai principali parametri torsionali caratteristici del regime
elastico.
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Fig. 11 Struttura sottile in c.a.p. (regime elasto-torsionale).
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Per quanto riguarda il II Stadio faremo riferimento al diagramma costitutivo dei
materiali basato sulla citata rigidezza torsionale (14) adomttata dal C.E.B. -
Bull.N°143 e riportato nella Fig. 12 e su di una o( principale)di fessurazione
pari a 2.0 MPa
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Fig. 12 Diagramma costitutivo dei materiali della sezione sottile c.a.p. di Fig.11
Apt rotazione torsionale specifica anelastica.

I risultati della ridistribuzione dei momenti torsionali e del momento M
per la fase anelastica sono riportati nei diagrammi di Fig. 13 e Fig. 14

Ts, T4 $ £ pi !
[Nm] — AT
226
Tog +—— R F< 7 A 4
Ta 372
i > € = 3
(o] fel 05 T

Fig. 13 Ridistribuzione dei momenti torcenti uniformi e non uniformi nel II Sta-
dio torsionale per la struttura di Fig. 11.
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Fig. 14 Ridistribuzione di nel II Stadio torsionale per la struttura di Fig. 11
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4. Importanza del dettagli d'armatura e controllo della fessurazione in fase

d'esercizio.

Abbiamo visto in 2.4 1'importanza di basare i dettagli costruttivi su ricerche
ben pilotate condotte fino al collasso. Ma va sottolineato piu in generale che il
tipo di armatura adottato deve garantire il funzionamento del modello fisico pre-
scelto anche nel II Stadio: non tutte le teorie elastiche per le strutture sottili
sono ancora state estese con modello valido anche nello stadio fessurato. Piu in
particolare non sembri inutile ricordare qui che le strutture sottili, per tutto
quanto detto nel pragrafo 2, devono essere sempre armate con doppia maglia d'arma-
tura.
- La crosta reagente della sezione, essendo sottoposta ad un flusso di compres-—
~sioni avvolte a spirale lungo l'asse della trave, deve essere efficacemente cer-
chiata da staffe di tipo chiuso per contrastare la spinta degli angoli verso
1'esterno, dovuta alla deviazione centrifuga delle compressioni diagonali di
calcestruzzo.
- Le armature longitudinali, opportunamente sorrette da staffe concentrate negli
angoli per accogliere le compressioni diagonali del calcestruzzo, devono svilup-
parsi senza interruzioni ed essere ancorate efficacemente all'estremita della strut-
tura, perché costituiscono 1'indispensabile contrasto delle spirali di compressione
nel calcestruzzd (Principio di azione e reazione).
- Le estremita della struttura torsionata vanno opportunamente attrezzate per
ricevere a tutta altezza le compressioni diagonali del calcestruzzo. Le traiet-
torie diagonali incomplete, se troncate dalla testata libera della trave, an-—
dranno riagganciate sulle ultime spirali di traiettoria completa con opportuna
armatura, e tenendo conto dell'aggravio di solle tazione prodotto cosi sulle
ultime spirali complete (v. Fig. 15)

B i e 2 i
> P A ////

/ »
VoA,

tF1g. 15 Tipica armatura di testata di una trave torsionata.

N

i

Per quanto riguarda il controllo della fessurazione, anche il gia citato Manuale
del C.E.B. "Fissuration et Déformations'" - Monaco 1982 - si limita a fornire delle
indicazioni che si risolvono nella riduzione del massimo diametro e della solle-
citazione per le harre implegate (per w_= 0,2 m +o_ } 200 MPa e 2 } 12mm),

e ad una notevole riduzione dell'interesse adottato per le barre stesse. Per ri-—
tardare invece l'apertura delle lesioni in esercizio si potra come al solito
adottare l'artificio di un conveniente stato di coazione longitudinale.
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5. Considerazioni Finali.

La ridistribuzione interna tra torsione uniforme e non uniforme nel passaggio

al IT Stadio anelastico torsionale, studiata per sovrapposizione degli effetti
elastici ed anelastici con legge costitutiva dei materiali bilineari, da luogo

ad una variazione delle caratteristiche di sollecitazione non uniformi (Tu)’ MU))
gia apprezzabili in condizioni d'esercizio nel caso di torsione mista di sezioni
sottili aperte in c.a.p.

Il tipo di armatura di queste sezioni va realizzato in sostanziale sintonia con

il modello fisico adottato per il II Stadio.
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ANALISI NON LINEARE DI PARETI SOTTILI IN CEMENTO ARMATO
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SOMMARIO

I1 comportamento di una parete sottile di cemento armato viene si-
mulato con un modello di calcolo discreto, costituito da un gratic-
cio di aste ortogonali rigidamente connesse nei nodi. I primi risul-
tati della spérimentazione numerica mostrano il buon accordo con ri-
sultati sperimentali reperiti nella bibliografia e permettono di ana
lizzarne l'influenza dei parametri pil significativi.

SUMMARY

The behaviour of a slender reinforced wall is simulated by means of
a gridwork of orthogonal beams, rigidly connected in their nodes.
The first numerical results confirm a good agreement with test re-
sults and allow to analyze the influence of the most significant pa-
rameters.

1) PREMESSE E SCOPI

Nell'ambito delle tipologie strutturali impiegate nell'edilizia le
pareti sottili hanno trovato una applicazione sempre pil estesa in
concomitanza con l'evoluzione dei procedimenti industrializzati. Si
tratta di componenti portanti verticali piani, in cui lo spessore &
piccolo rispetto alle altre due dimensioni, una delle quali risulta,
di norma, uguale alla altezza di piano. L'altra dimensione dipende
dal procedimento costruttivo (prefabbricazione di grandi pannelli,
getti in opera con cassaforme a tunnel) e dalle caratteristiche del-
la costruzione. La singola parete & vincolata, di regola, in corri-
spondenza dei due lati opposti orizzontali; per quanto riguarda i
lati verticali sono possibili tre casi: entrambi i lati sono liberi,

entrambi i lati sono vincolati, un lato & libero e l'altro & vinco-
lato. In relazione alla posizione reciproca delle pareti e delle mo
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dalita di realizzazione delle unioni i vincoli possono essere assi-
milati ad appoggi oppure ad incastri.

Le forze che agiscono su tali componenti sono prevalentemente para-
lelle al piano medio della parete ed eccentriche rispetto ad esso:
il comportamento che ne deriva & quello misto di "piastra-lastra".

I rapporti usuali fra altezza di piano e spessore della parete con-
feriscono alle pareti il carattere di elementi snelli, per i quali
la valutazione delle caratteristiche di sollecitazione deve essere
fatta con riferimento alla configurazione deformata (teoria del 2°
ordine) . Questo aspetto geometrico del problema determina la prima
causa di non linearitd della trattazione analitica. Nel caso di ele
menti di cemento armato occorre inoltre tenere conto di altre due
cause di non linearitd, quella esistente nelle leggi costitutive dei
materiali componenti e quella indotta nella funzione "momento-curvg
tura" della sezione composita dalla fessurazione del conglomerato
teso. Nello studio dei pilastri snelli di c.a. si & ormai giunti ad
una sistematizzazione dei metodi di analisi, che possono essere clas
gificati in tre categorie, in base al grado di approssimazione che

e possibile raggiungere:

a) il "metodo generale", consigliato per casi di particolare im-
pegno in (1), (2), (3), che opera con la tecnica degli elementi
finiti (4), (5);

b) metodi (6), (7), (8), che si fondano sulla estensione al cemen
to armato del concetto di cerniera plastica. Per telai a maglie
rettangolari lo studio viene di solito suddiviso in due parti:
analisi della stabilitd "globale" con il metodo iterativo P-A
(3) e successiva analisi delle singole aste compresse;

c) metodi semplificati per 1'analisi della singola asta, fra i qua
1i quello basato sulla prefigurazione della deformata (sinusoi
de della "colonna modello"), che consentono di costruire aba-
chi e diagrammi di facile e rapido impiego, 1l cui campo di ap
plicazione & stato oggetto in precedenza di indagini da parte
degli scriventi (9), (10), (11).

Nel campo delle pareti sottili di cemento armato non si dispone anco
ra di una sistematizzazione della materia altrettanto completa, anche
perché nei casi in cui la parete sia vincolata solo sui lati orizzon
tali & possibile estendere ad essa i metodo validi per i pilastri.
Nel presente lavoro si esamina il problema della parete vincolata an
che sui lati verticali, compressa da forze assiali eccentriche, di-
rette verticalmente, e si propone un modello di calcolo a graticcio,
che tiene conto della rigidezza torsionale e delle tre cause di non
linearita prima ricordate. Tale modello costituisce la estensione
al caso bidimensionale delle schematizzazioni utilizzate nei preceden
ti lavori sui pilastri snelli, cosi che pud avvalersi di parte delle
ipotesi e degli algoritmi gid largamente collaudati.

Applicazioni numeriche sono svolte con riferimento alla determinazig
ne del carico di collasso di pareti quadrate, appoggiate su tutti i
lati, compresse verticalmente: esse consentono, innanzitutto, di con
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frontare i risultati forniti dal metodo proposto con quelli ottenuti
da esperienze reperibili in bibliografia, cosi da saggiare il grado
di approssimazione conseguibile; a sua volta la simulazione numerica
al passo permette di analizzare la evoluzione di fenomeni fisici, in
particolare la variazione delle rigidezze flessionali nelle due di-
rezioni ortogonali e di quella torsionale dalle condizioni di servi-

zio a quelle di collasso.

2) MODELLO PROPOSTO PER LO STUDIO DELLA PIASTRA: GRATICCIO DI ELEMEN
TI MONODIMENSIONALI IN CAMPO NON LINEARE
Ampie bibliografie sulla estensione del metodo degli elementi finiti

a problemi geometricamente non lineari, a partire dal lavoro origina
le di Turner ed altri nel 1960,sono riportate in (14), (15).

Nel modello proposto la struttura bidimensionale reale €& suddivisa
in un "graticcio" di "travi" ortogonali collegate rigidamente nei ‘no
di ed aventi caratteristiche geometriche e meccaniche corrispondenti
a quelle delle strisce di piastra schematizzate,

Nella trattazione seguente, con il metodo degli "spostamenti", si
trascurano, come nel caso elastico, le deformazioni nel piano x,y
della struttura e le rotazioni intorno all'asse z ad esso ortogonale:
ogni nodo ha quindi tre soli gradi di liberta, lo spostamento z e

le rotazioniqfeacgy .

Fig. 1

La soluzione del problema si ottiene risolvendo il sistema di equa-
zioni di equilibrio
% X
[x] {As § - %APxf (1)
che & di tipo lineare solo in termini incrementali, perché il proble-
ma, in termini finiti,non & lineare.

2.1 SISTEMI DI RIFERIMENTO
Estendendo al caso dei graticci la teoria gia esposta per i telai pia
ni in (13) e ripresa in (5), vengono introdotti 3 sistemi di riferi-

mento:
1) sistema "globale" x,y,z rispetto al quale sono individuati

~ le coordinate e gli spostamenti dei nodi
- 1 carichi, per ipotesi applicati solo in corrispondenza dei nodi;
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2) Sistemi "locali" m, n, o rispetto ai quali sono calcolate le
matrici di rigidezza delle singole aste ed ad esse collegati;

3) Sistemi "intermedi" legati alla posizione dell'asta all'inizio
del passo di carico.

La introduzione dei sistemi "intermedi" consente di separare gli ef-
fetti delle non linearit3 del materiale da quelle dovute alla varia-
zione della geometria del sistema conseguente alle deformazioni.

2.2 NON LINEARITA' GEOMETRICA
2.2.1 Definizione degli spostamenti e delle forze nei sistemi di ri-

ferimento introdotti,

Si consideri l'asta di fig. 2 che nel generico passo di carico si
sposti dalla configurazione iniziale AB a quella finale A'B'.

fig. 2

Per definire le deformazioni dei nodi di estremiti vengono introdotti
tre sistemixd} spostaq;nt%f X 3
— . . . . . .
globale: {S = 5ZA’ A’C?A' ZB’CfB'CfB}' riferiti, con ovvio signi
: ficato dei 51mboll, al sistema globale x,y,z.

: . )T
intermedios: iS = ] Wep "PAS , C?A Qe }
rlferltl ad un sistema intermedio con origine in A',
asse U parallelo all'asse AB iniziale, asse V paralle
lo al piano xy e orlentgto in modo da avere proiezione
positiva su y: uﬁA& CF sono lo spostamento e la rota
{ AB
zione relativi delle estremitd misurate parallelamente
't
a W e intorno a Vv , CRA e sono le ro-

tazioni delle stesse estremitd intorno a J,

wa T
locale: {S } ==§qua,<PA, qg.§ riferiti ad un sistema "locale" con
origine in A', asse m coincidente con l'asse A'B', as-
se n ortogonale a questo con proiezione positiva su V:
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<?AB , cfA , C?Q sono la rotazione torsionale rela
tiva e le rotazioni flessionali delle due estremita.

Con le stesse convenzioni e con ovvio significato dei simboli wvengono
introdotti 3 sistemi di forze:

x Y
- globale {F ST = {F;,z M My Fﬁz Mg /M‘b}
- intermedio {F } = ?FAD ) MAB MA ,M‘}
- locale {F } - QMAB’ M:, Ms}

2.2.2 Trasformazione delle forze e degli spostamenti dal sistema X,Y,2
a quello u, v, W

La trasformazione geometrica, espressa in forma matriciale da

£5°}= [T1{s"} (2)

con -COS Wz o o) cCOSs Wz o o
o -COS VX - CcOoSs Vy o cos VX cos vy

con ET] = o) cos VX cos vy o) o) o (3)
o o o o cos VX cos vy

risulta definita dai coseni direttori degli assi u,v,w rispetto agli
assi x,y,z calcolabili, con le convenzioni indicate, dalle coordinate
dei nodi di estremitd all'inizio di ogni passo di carico.

Analoga relazione pud essere definita, applicando il principio dei

LL.VV. per le forze
{#} =[] {7} (@

Trattandosi poi di trasformazione di tipo geometrico le (2) e (4) sono
valide anche in termini incrementali.

jAas’y=171 fA Sy (5)
§AF<Y= [T17§ AF% (6)
2.2.3 Trasformazione delle forze e degli spostamenti dal sistema u,v,w

al quello m,n,o0.

La trasformazione, in termini finiti, non & lineare ed & individuata

da ™ C? @
CPAB - AR \/€z+wz-u
(P:\’ f-?:-—- Mc'ha, Wap /{
@y = cﬁ:— ancty Wapfp (7)

in cui 1 & la lunghezza dell'asta deformata all'inizio del passo.

!

Una relazione lineare pud essere definita solo in termini incrementali,
differenziando ambo i membri delle (7)

{ds™y = [A1{as"] (8)
in cui rA] assume la forma
“iefp A s /o o 0
[a]l= -14 o 1 o (9)
—1/{ o} o 1
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se si sostituiscono alle espressioni a secondo membro delle (7) i
corrispondenti termini di uno sviluppo in serie.

Analoga relazione in termini finiti tra le forze neil due sistemi
pud essere ricavata, applicando il principio LL.VV,.

éFu} - [a]" i (10)

da cui, differenziando ambo i membri,si ricava la corrispondente tra

sformazione tra gli incrementi T
{dFuk = [A]T{dF“g + [aa) iF”‘} (11)

T .
Se nel prodotto [dA] {IFM} si raggruppano i termini relativi agli
v

!

stessi incrementi édS } la (11) assume la forma y
{ar’} - [a7§a™} + [p] {as”} a2
MW\ v an
con N/{ "”M ’:’?? "N-Aa{, a4 0o o
[D] = - EEQ%?&E o) e} o}
o o} o} o (13)
o e} o o}

in cul compare, oltre alle deformazioni e alle caratteristiche di
sollecitazione delle estremitd delle aste, anche lo sforzo normale
di membrana.

2.3 NON LINEARITA' DEL MATERIALE

In ogni asta la relazione tra forze e deformazioni nel sistema
"locale" . ™ M}
§ ATy < TK™] § As (10)

5 . . Ca . . _m.
€ valida solo in termini incrementali e la matrice [K ], che ha 1la
forma

K11 o 0
(o) K

22 Ko3 (15)
o K32 K33

& dipendente dallo stato di sollecitazione e va calcolata ad ogni
passo di carico.

2.3.1 Componente torsionale

Nel modello le aste monodimensionali schematizzano strisce di una
struttura bidimensionale per la guale & improprio parlare di momenti
torcenti nella stessa accezione della teoria della "trave"; in accor

-~

do con il grado di approssimazione che & possibile raggiungere con

un modello a graticcio, & sembrato sufficiente adottare i valori di
K11 suggeriti in (2), in assenza di viscosita.

ijl = 0,30- Q{ JPQ nel caso di assenza di fessurazione, verificata
/ con un controllo sulla entitd delle tensioni
principali;
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K11II = 0.05 - Ec- JP/(,

gquando la condizione precedente non & verifica

ta o si trascura la resistenza a trazione
del calcestruzzo, essendo J il momento di
inerzia polare della seziong supposta total
mente reagente.
Proposte pill accurate per la valutazione di K in funzione dello
stato di sollecitazione compcsta M,V,T nel caso di "travi" sono ri-
portate in (16) unitamente ad una aggiornata bibliografia.

2.3.2 Comportamento flessionale

I termini K K K vengono determinati per inversione del-
la corrlsponéente sot%omatrlce di flessibilitda i cui 4 elementi F, ig
. Ao (&M, "~  ag i
Fig CPJ b) AML { = A, J= A8

sono definiti dalle variazioni di rotazione nelle estremita A o B
indotte dalle variazioni dei momenti e calcolati per via numerica
dalle variazioni di curvatura nelle 5 sezioni in cui & suddivia ogni
asta.

~

In questa prima fase lo studio & stato condotto nella ipotesi di co-
stanza dello sforzo normale agente; condizione, questa, che si pre-
sente frequentemente nella pratica della utilizzazione di pannelli
per strutture prefabbricate ove forte indeterminazione si pud avere
sulla posizione del punto di applicazione dei carichi verticali che
sono conosciuti con buona approssimazione.

In tale ipotesi il comportamento flessionale della sezione € bene rap
presentato dalla relazione M = f(x) tra il momento flettente e la
corrispondente curvatura: tale funzione viene ricavata "per punti”
con una tecnica iterativa ampiamente collaudata in precedenti studi.
Sono stati adottati i seguenti legami costitutivi dei materiali:

- Calcestruzzo : G, _ (‘L ") con m= g

7 -0,00 727 ~0,00384E%0

,ﬁc - 4-*(K“‘2-\'V\

= —~1,4 .Ec. ©,0022

e = & 144.Bc oﬁ?e<:£““
1A Eo

con ovvio significato dei simboli.
- Acciaio : legame elasto plastico.

Per la valutazione dell'effetto irrigidente del "Tension stiffening”,
tra i numerosi metodi proposti nella letteratura (17), & stato adot-
tato quello che si basa sul concetto di "Tensione media dell'acciaio”
ed ipotizza una variazione iperbolica della riduzione della deforma-
zione specifica dell'acciaio & con lo stato di tensione G .

wn
2.4 TRASFORMAZIONE DELLA MATRICE [ K | DAL SISTEMA m,n,o A QUELLO X,Y,z.

Sostituendo le (5) e (6) nelle (8) e (12) si ottengono le relazioni:
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FOIMNISIPEY o
{AF f = [TT[A]TfA F} +[T1 [P]1CT] jAS™} (17)

Sostituendo nella (17) la (14) si ottiene <
{AFG OV ((TIA) « D) 07D {AsTy

e quindi il valore di K¥ in cui compaiono due termini

T
il primo,[Al [KM]XDA], contiene la linearizzazione della matrice
di rigidezza nel sistema locale e delle relazioni tra gli

sposStamenti nei sistemi locali e intermedi:

il secondo, [ D7, rappresenta il contributo nelle condizioni
di equilibrio delle variazioni delle proiezioni delle forze
accumulate nell'elementopereffetto degli spostamenti nodali
(effetto del II ordine).

3. PROCEDURA DI CALCOLO

Il calcolo viene effettuato per incrementi successivi dei carichi
applicati fino al raggiungimento della massima portanza per insta-
bilitd o per rottura di una delle sezioni, secondo una procedura
che per il passo generico p pud essere cosl riassuntd.:

1) All'inizio del passo p & conosc1&}o completamento lo stato di
- deformazione §s*%, §s°’ ¥, 18 ¥
- sollecitazione {F" }‘ g F }' §F™Y

della struttura cosi come la entitd dell'incremento di carico

2) Si calcolano le matrici [T], [Al, [D] relative alla struttura allo
inizio del passo con le (3), (9), (13)

3) Si calcolano con la (1) gli incrementi ? As } relativi all'incre
mento di carico §AAP } ipotizzando per le matrici [Kml i valori
determinati alla fine del passo precedente.

W
4) Si calcolano con le (5), (8), (14) i valori aifAS"fe{AF'}e aa
questi, con le (15) nuovi valori di [K™].

5) Il calcolo procede per iterazioni fino a che la norma del vettore

4
delle forze interne nodali al termine della iterazione J {AP }J
e determinati con la (1) da{AS } e [KJ 5y non differigsce dallg
J-4
normg del vettore dei carichi esternl applicati di una quantita

superiore alla tolleranza.

6) Si ricalcolano con le (3), (9), (13) le matrici [T, [a], [p],
con i valori determinati al termine del processo 5) e si ripete
il controllo tra carichi esterni e forze interne iniziando, se-
necessario un nuovo processo iterativo.

7) Se durante le fasi 5) o 6) si raggiunge la rottura di una delle
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sezioni o la convergenza non & garantita dopo un numero prefissa-
to di iterazioni, il calcolo & ripreso dal punto 1 con un valore
ridotto dell'incremento a carico.

8) Solo in caso di raggiungimento della convergenza nelle fasi 5) e
6) si aggiornano i vettori deformazioni e sollecitazioni e le ma
trici di rigidezza; lo squilibrio nodale legato alle tolleranze
di convergenza viene poi applicato insieme all'incremento dei ca
richi esterni nel nuovo passo che inizia dalla fase 1.

4, ESEMPI DI APPLICAZIONE NUMERICA
‘4,1 SIMULAZIONE DI PROVE SPERIMENTALL

I1 modello proposto & stato utilizzato per la valutazione della ca-
pacitd portante e delle deformazioni massime all'atto del collasso

di sei lastre quadrate di cui sono disponibili in bibliografia (19)
i risultati delle prove sperimentali.

Nella Tabella seguente sono riportate le caratteristiche di capenteria
la snellezza lo/H, lo sforzo normale e la eccentricitd max adimen-
sionalizzata, la deformazione del centro della Iastra » misurate
sperimentalmente e calcolate.

Valori sperimentali Valori Calcolati
TEST H(cm) lo/H N/Nult 1/H max/H N/Ny1t 1/H max/H
1 5.0 30 0.180 0.8 04180 0;7917 0,2306
2 5.0 30 0.325 0.4 04325 0.4175 0.3336
3 5.0 30 0.260 0.6 0.30 0.260 0.5909 0.2858
4 5.0 30 0.515 0.2 0.24 0.515 0.1988 0.2404
5 7.5 20 0.290 0.6 0.290 0.6110 0.1232
6 7.5 20 0.535 0.3 0.14 0.535 0.2726 00,1059

Percentuale geometrica di armatura
direzione verticale Ev = 0,8 % sui due lati
direzione orizzontalep, 0.16 % sui due lati

Calcestruzzo  f,x = 27.5 MP Acciaio { K = 420 MP

Y
Altezza lo = 1.50 m Larghezza b = 1.50 m copriferro U/H = 0.1
Noe = G + 2€, f4)-H B

Il confronto tra valori riportati mostra un buon accordo tra i dati
sperimentali e quelli calcolati.
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4.2 PREVISIONE DEL COMPORTAMENTO DEFORMATIVO DELLA PARETE SOTTILE

Nella fig. 3 sono riportate le curve "eccentricitd della forza norma-
le - spostamento trasversale al centro", determinate nel caso di una
parete sottile quadrata, caratterizzata da:
- altezza lp = 3.0 m, larghezza B = 3,0 m, spessore H = 15 cm,
- calcestruzzo = 30 MP, Acciaio f Kk = 380 MP
- percentuale geometrica di armatura: Y

in direzione verticale €V== 0.5 %

in direzione orizzontale €o = 0.25 %

Sono stati considerati tre valori della forza normale adimensionaliz-
zata

N
V = OB X E, R B R 0.2;0.5;0.7 e due

condizioni di wvincolo:

- parete incernierata sui quattro lati (linea continua)
- parete incernierata sui lati orizzontali (linea a tratti)

Pciché la eccentricitd della forza normale rappresenta, a meno di una
costante, il momento del I ordine agente sulle strisce verticali della
parete, il diagramma simula una prova di carico eseguita su una parete
sottile, mantenendo costante 1'intensitid della forza normale e facen-
done variare la eccentricitd. Il momento del I ordine, che la sezione
trasversale pud sopportare, diminuisce al crescere della forza norma-
le ed all'’aumentare della deformabilitid delle strisce verticali, paral
lele al carico assiale, Tale aumento si manifesta, nel caso in esame,
quando si eliminano i vincoli in corrispondenza dei lati verticali del-
la parete.

%
H
.5 . V=02 1
]
—
4 4 _ Lo
e il
3 | g )
728 V=05
el 4 < Yy
7 - e ——=0~— 7T
AL 4 = o
4 5" O o~ _\3=O7 TTT/(TO 0o /20
_:---o—"_“o’——l ) ) B/éo= ) }/_
2 4 5} & 10 12 %.400
fig. 3

- 200 -



4.3 EFFETTO DELLA ENTITA'DELLA FORZA NORMALE SULLA CAPACITA' PORTANTE

Nella fig. 4 sono riportate le curve "momento flettente massimo -
forza normale" adimensionalizzate, relative alla parete della fig.3.

Sono stati considerati tre casi:

- parete sottile incerneriata su quattro lati (linea continua);

- parete sottile incernierata sui lati orizzontali (linea a tratti);
- parete tozza incernierata sui lati orizzontali (linea a tratto e

punto) .

Nel terzo caso il diagramma coincide con la curva di interazione M,N
della sezione trasversale.

‘L'influenza deteriorante dei momenti del 2° ordine sulla capacita
portante "disponibile" della parete, vincolata soltanta sui lati
orizzontali, come nel caso di un pilastro, & evidenziata dal con-
fronto fra la curva a tratto e punto (parete tozza) e quella a trat-
ti (parete snella). La introduzione dei vincoli sui lati verticali
aumenta la capacitd portante disponibile, rappresentata dalla curva
a tratto continuo che risulta intermedia fra le due precedenti. Nel
caso considerato il beneficio dell'effetto piastra &, peraltro,rela-
tivamente modesto, perché& il valore della snellezza delle strisce
verticali & di circa 70. Ad esso corrisponde, secondo le vigenti nor

me italiane, 1l coefficiente di amplificazione W= 1.08.

O=’$&c

SEZIONE
TRASVERSALE

WL

Tt

B/po =10 Qﬁ:QO

20
= #100
M %«u H

fig. 4
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4.4 EFFETTO DEL RAPPORTO FRA LE PERCENTUALI DI ARMATURA ORIZZONTALE
E VERTICALE

Nella fig. 5 & stato riportato 1l'andamento del momento massimo adi-
mensionalizzato al variare del rapporto !5 fra le percentuali di
armatura nelle due direzioni con riferimento alla parete della fig.
3, vincolata su guattro lati e per Y = 0.5.

Si rileva che, nel caso in esame, l'incremento dell'armatura in dire
zione orizzontale dal valore GO/QM.= 0.5, raccomandato in (2), al
valore fﬁ/er = 1 comporta un incremento del momento massimo di circa
il 15 %. L'aumento della capacitd portante delle strisce verticali
al crescere del coefficiente ‘5 dipende dall'aumento di rigidezza
flessionale delle strisce orizzontali, dovuto, a sua volta, allo
incremento della armatura orizzontale. L'influenza della armatura
sul momento d'inerzia della sezione diventa apprezzabile nello sta-
to fessurato del calcestruzzo, che & quello che si raggiunge per
primo nelle strisce orizzontali, prive di forza assiale di compres-
sione.

“To-y,|
.8 "///D/O/O

.64 §=farha), 1005
HB L
4l V.05 P e
%ﬁ = 20 Lo

%():1.0 l 5 '

4.5 INFLUENZA DELLA RIGIDEZZA TORSIONALE

Nella fig. 6 sono riportati i diagrammi "eccentricita della forza as-
siale - spostamento trasversale al centro" sempre con riferimento al

caso della parete della fig. 3, vincolata su quattro lati, ipotizzan-
do, nella utilizzazione del modello di calcolo a graticcio ortogonale;

a) di tenere conto della rigidezza torsionale:
b) di non tenere conto della rigidezza torsionale;

L'influenza della rigidezza torsionale appare sensibile, specialmente
sul valore delle deformazioni. Risulta quindi opportuno approfondire
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1'indagine sui limiti di validita delle formule della rigidezza tor-
sionale, date in (2) e relative ai tre casi di assenza di fessurazio
ne, di presenza di pura fessurazione flessionale e di fessurazione
mista, flessionale e torsionale.

A

Q.232
=z

0.212
24 oﬂ——ﬂﬂ'°sz—
CON RIGIDEZZA
TORS/IONALLE

SENZA RTET (7%
Libll

T »eos r E
O(, =20 b
o =10 ‘T T;TT

3 1
T ¥

2 4 6 8 10

2 6/!—1* 100

fig. 6

4.6 EVOLUZIONE DELLA ANISOTROPIA DELLA PARETE SOTTILE IN FUNZIONE
DELLA ECCENTRICITA' DELLA FORZA ASSIALE

Nella fig. 7 sono riportati i diagrammi "rapporto A fra le rigidez
ze flessionali H’ delle strisce verticali ed orizzontali al centro
della parete - eccentricitd del I ordine della forza assiale", con
riferimento alla parete della fig. 3, vincolata su quattro lati, per
tre valori del rapporto v = 0.2; 0.5; 0.7.

Al crescere dei momenti flettenti del I ordine, nel caso in esame la
fessurazione si attiva prima nelle strisce orizzontali, puramente in
flesse, e poi in quelle verticali, presso-inflesse. Il coefficiente
di anisotropia delle rigidezze flessionali ¢{ aumenta nella fase in
cui la fessurazione delle strisce orizzontali precede quella delle
strisce verticali; una inversione di tendenza si manifesta quando
diventa apprezzabile la fessurazione delle strisce verticali. Nella
fase finale, caratterizzata dall'approssimarsi della crisi della pa-
rete, l'armatura orizzontale si plasticizza, determinando il rapido
aumento del coefficiente ©K . In definitiva il comportamento aniso-
tropo della parete sottile dipende da due cause primarie, la aniso-
tropia della caratteristica di sollecitazione normale, che & presente
solo nelle strisce verticali, e la anisotropia delle armature, espres
sa, nel caso in esame, dal rapporto @ /e = 0.5

®

v
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fig. 7

5. CONCLUSIONI

Il metodo di calcolo proposto, basato sulla tecnica degli elermenti
finiti, schematizza la parete sottile reale comunque vincolata con
un graticcio 4i aste ortogonali rigidamente connesse nei nodi e con=-
sente di simularne il comportamento effettivo al passo fino alla cri
si. Il programma di calcolo automatico, sviluppato nell'ambito del
metodo suddetto, permette di mettere in luce 1l'influenza sulla por-
tanza dei seguenti parametri:

a) Snellezza; _

b) Condizione di vincolo ai bordi;

c) Eccentricita iniziali, sia strutturali che accidentali;

d) Percentuale di armatura nelle due direzioni;

e) Entit3 della forza assiale

I primi risultati numerici, esposti nella presente nota, oltre a con
fermare, per confronto con risultati sperimentali, la attendibilita
del procedimento, hanno consentito di mettere in evidenza sia i le-
gami esistenti fra alcuni parametri significativi sia gli aspetti
caratteristici delle modalita di ridistribuzione degli sforzi inter
ni fra le strisce ortogonali al progredire dei carichi, in funzione
della fessurazione del conglomerato e dello snervamento delle arma-
ture, A

In una nota successiva verranno comunicati i risultati di una siste
matica sperimentazione numerica in corso.
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DETERMINAZIONE DELLE MATRICI DI RIGIDEZZA E DI DEFORMABILITA
PER LE PIASTRE ORTOTROPE SFERICHE RIBASSATE A DUE BORDI
E LORO IMPIEGO NELLA SOLUZIONE DELLE PIASTRE CHIUSE

Pietro TRENTADUE - Vincenzo DIPAOLA

Istituto di Scienza e Tecnica delle Costruzioni - BARI

SOMMARIO

Sviluppando la soluzione flessionale per le piastre sferiche orto
trope ribassate ricavata in (X) si sono dedotte le espressioni del
le matrici di rigidezza e di deformabilitd per le piastre a due bor
di. La conoscenza di tali matrici permette di calcolare agevolmente
strutture costituite da pil piastre collegate tra loro. In partico
lare si & risolto, effettuando anche delle applicazioni numeriche,
il problema della piastra ortotropa ribassata chiusa da un calotti
no isotropo, essendo questa la condizione reale delle piastre orto
trope chiuse.

SUMMARY

In this work we have drawn stiffness and deformation matrices of a
two edges orthotropic spherical shallow shell developping flexional
solution obtained in (X). Such matrices allow to calculate easily
many connected shells structures. The problem of orthotropic shal
low shells closed by an isotropic small bowl is solved with numeri
al applications: this is the real condition of the orthotropic clo
sed shells.

1. PREMESSE

La teoria delle piastre di rivoluzione ortotrope presenta un parti
colare interesse applicativo non solo in gquanto serve a studiare il
comportamento di strutture realizzate con materiale avente proprie
td elastiche diverse nelle due direzioni principali, ma altresl per
ché pud essere efficacemente impiegata per la risoluzione di diver
si problemi pratici quale il calcolo di piastre dotate di nervatu
re, caso frequente in strutture in c.ar.. Queste infatti, in base
ad opportune considerazioni di analogia, possono essere studiate
come piastre ortotrope a spessore uniforme.

Inoltre la teoria pud essere impiegata per lo studio di cupole in
c.ar. in cui in alcune zone si & raggiunta la fase di fessurazione.
In guesto caso un'analisi accurata pud essere condotta consideran
do la cupola come composta da pill zone, collegate in serie, ognuna
con diverse caratteristiche di ortotropia.
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Per le piastre di rivoluzione ortotrope non ribassate, con caratte
ristiche geometriche e meccaniche variabili con la colatitudine, u
no degli A. ha ricavato una soluzione (VIII) ottenuta con un proce
dimento approssimato di tipo asintotico, dove 1'introduzione di par
ticolari funzioni e della notazione matriciale ha permesso di otte
nere espressioni molto compatte e di semplice impiego nelle appli
cazioni pratiche.

Tale soluzione perd per il tipo di approssimazione adottato, non
risulta applicabile alle piastre ribassate. Lo stesso A. pertanto,
recentemente ha esteso lo studio alle piastre ortotrope sferiche ri
bassate (X) ottenendo una soluzione le cui formule risolutive man
tengono la stessa struttura di quelle relative alle piastre rialza
te, bastando solo dare diversa espressione a particolari funzioni.
Nell'analisi delle piastre ortotrope di rivoluzione chiuse nel ver
tice (compresa la piastra circolare piana) sorge un particolare pro
blema. Nella realtd infatti tali piastre non possono avere rappor
to di ortotropia A (1) costante lungo il meridiano dovendo nel ver
tice, per ragioni di simmetria, risultare la piastra isotropa. Una
piastra di rivoluzione chiusa dovra quindi o avere rapporto di or
totropia variabile lungo il meridiano con A =1 nel vertice o esse
re composta da una o pill zone ortotrope collegate in serie e chiusa
nel vertice da un calottino isotropo.

Per le piastre non ribassate il problema di rappresentare esatta
mente le caratteristiche meccaniche nel vertice non si pone in
quanto le sollecitazioni membranali non sono influenzate dall'orto
tropia e quelle flessionali non si risentono nella zona centrale.
Il problema sorge invece per le piastre ribassate per le quali le
soluzioni generalmente adottate, derivanti da un modello matemati
co che consideri la piastra chiusa, ortotropa anche nel vertice,
non possono fornire nella zona centrale risultati accettabili (XI),
(XII).

La soluzione sviluppata in (X) essendo riferita a piastre a due bor
di, come si mostrerd in questa nota, permette di calcolare struttu
re costituite da zone collegate in serie e chiuse nel vertice da un
calottino isotropo, venendosi cosi ad eliminare 1'incongruenza mec
canica insita nei procedimenti a cui prima si & accennato.

Il calcolo di strutture costituite da pild piastre di rivoluzione
fra loro collegate & reso spedito dalla conoscenza delle matrici
di rigidezza e di deformabilitd (matrici elastiche). Per poter quin
di risolvere agevolmente strutture complesse contenenti piastre sfe
riche ortotrope ribassate a due bordi, si sono dedotte per tali pia
stre le espressioni delle matrici di rigidezza e di deformabiliti
utilizzando la soluzione ricavata in (X). Come applicazione si é&ri
solto il problema della piastra ribassata ortotropa chiusa nel ver
tice da un calottino isotropo, essendo questa, come si & detto in
nanzi, la condizione reale per le pilastre ortotrope chiuse. A tal
fine si sono ricavate le due matrici, adottando la soluzione (x),
anche per il calottino isotropo. Successivamente, applicando un pro
cedimento sviluppato diversi anni fa dallo stesso A. (VII) (2), si
sono dedotte le matrici di rigidezza e di deformabiliti per lastrut
tura costituita da una zona ortotropa collegata in serie con un ca
lottino isotropo. A guesto punto, applicando la teoria dellepiastre
di rivoluzione, risulta possibile risolvere la piastra chiusa per
qualsiasi condizione di carico e di vincolo.

1) Il rapporto di ortotropia A & definito dalla (2.3) seguente.

2) Il procedimento pud essere utilizzato, note le espressioni del
le matrici di deformabilita, per risolvere piastre ribassate di
rivoluzione di forma qualsiasi con caratteristiche di ortotro
pia variabili lungo il meridiano.
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Per le piastre ribassate, dati 1 tipi di funzione che compaiono nel
la soluzione (X), gli elementi delle matrici elastiche devono esse
re calcolate numericamente. A tal fine & stato impostato un opportu
no programma di calcolo che, definite le caratteristiche geometri
che e meccaniche, permette di ricavare le matrici di rigidezza e
di deformabilitda per la zona ortotropa e, gquale caso particolare,
quelle per il calottino isotropo. Un altro programma, utilizzante il
precedente, permette poi di calcolare le matrici elastiche per 1la
struttura costituita da una zona ortotropa chiusa da un calottino
isotropo. Tali programmi sono stati strutturati in modo da poter es
sere introdotti in programmi pil generali in grado di fornire la so
luzione completa, per la piastra chiusa, nelle varie condizioni di
carico e di vincolo. Un esempio & riportato nell'applicazione illu
strata al punto 6.

2. SOLUZIONE FLESSIONALE

Si espone succintamente il procedimento ricavato in (X) per la deter
minazione del regime flessionale nelle piastre ortotrope sferiche
ribassate. La piastra che si considera, a due bordi, & definita geo
metricamente dal raggio R del meridiano medio e dallo spessore s
(fig. 2.1). Con r si indica il raggio del parallelo, con 6 la cola
titudine, 1l'indice i si riferisce al bordo inferiore e s al superio
re.

Per la determinazione del regime flessionale la piastra si conside
ra caricata solo nei bordi dalle forze, costanti ed uniformemente
distribuite, H; , M;, H, , M. positive come in fig. 2.2.

Assunte quali linee coordinate 1 meridiani e i paralleli, sull' ele
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mento di piastra agiscono le sollecitazioni indicate con i loro ver
si in fig. 2.3. I valori si intendono riferiti all'unita di lunghez
za delle sezioni.

La risultante degli sforzi nelle sezioni parallele, orizzontale per
la condizione di carico assunta, (fig. 2.4) vale:

H =-~T/senb.

Pertanto risulta:

Ho=H ; M=M, ; H=-H ; M=-M, . (2.1)
Le deformazioni sono definite dalle dilatazioni €, e g, valutate sul
la superficie media e dalle variazioni X1 € X, delle curvature nor
mali.

Si indica con ¢ la rotazione della tangente al meridiano e con &= ¢,r
la componente orizzontale dello spostamento §, positive come in
fig. 2.5. La piastra si suppone composta di materiale omogeneo orto
tropo, con le direzioni di ortotropia coincidenti con i meridiani
ed 1 paralleli. Il materiale & definito dai moduli E, ,E, ,v;, e Voq =
=V, E;/E;. I coefficienti di deformabilita estensionale d,, d, e d,
¢ quelli di rigidezza flessionale B;, B, e Bysono pertanto forniti
dalle seguenti relazioni:

d, = 1/Ei1s ; de= =vipdi == vy dy; d,=1/E;s
E1s? E, s’ (2.2)
BT TS wy ¢ BT V2B =vaB 5 B = 12(1-v,, v,J
Introdotto il rapporto di ortotropia:
L2 o E, ) Va1 ) d, ) B, .
E, Vio d, B, e

i sei coefficienti di elasticitd innanzi definiti dipendono, oltre
che dallo spessore, da tre parametri meccanici; gqui si assumono:
E,;, Vis € A.

I legami costitutivi tra sollecitazioni e deformazioni vengono quin
di espressi dalle seguenti relazioni: -

M= —B1X1~BQX2 ; g = d1N1-+d9N2 ;
(2.4)
M2= _B2X2_B\)X]_ ’ €2= d2N2 +d\)N1 .
Indicato con:
d(...)

Codt=—55—

le equazioni fondamentali che risolvono il problema flessionale per
le piastre sferiche ribassate, posto cot 8=1/0, risultano:

" -1 -2
" +6 @' ~X?0 ¢ =TRYB, (2.5)
_1 -
T" +6 T' -X267%T=-9/q4,

Considerando A = costante, posto:

% VE?VRAS

con: , (2.6)

Il

Y o= W3 (1-2%2 ) 2
e indicato con: R
0 = v86
al... . -
L oy = 3 Ly



(bo) = (o.) 0 ( ) =2a%82 (...

Lzé(...) =L6[Lé(...)],

il sistema (2.5) si riduce all'equazione differenziale del IV ordi
ne a coefficienti costanti:

Lzé(T)-FT==O. (2.7)
Indicate con f, = f, (6) (i =1%4) quattro soluzioni indipendenti del
la (2.7) e con C, (i =1+4) le guattro costanti atte a soddisfare le
condizioni al contorno, la soluzione generale della (2.7) risulta
(3):

T = - (C1f1'+'C2 f2+C3f3+C1+f1+).
Adottando la notazione matriciale (4) e posto:

Fy= {f, £, f5 £y Fa= {-f, £, ~f, f3f

(2.8)
F,= %ff £; £3 f;f F,= (-f; £; -f; £3
C=1{C, C C cué

la soluzione flessionale completa & fornita dalle espressioni (4.4)
di (X). In guesta sede interessano le seguenti espressioni:

H=ﬁ§‘1 C ; £ =t (E‘_z“’h El)g
~ . - (2.9)
My= M(F,+h F3)C ; =9 F3 C
essendo: . A
H = 1/senb ; £=yR senf/A’E;s
} . o (2.10)
M = R/Y ; »=y*/ E1s ,

h = A% v /Y6 .

Per guanto riguarda le espressioni delle funzioni f, da introdurre
nelle (2.8), si osserva che la soluzione dell'equazione (2.7) & da
ta dall'espressione:

T = - (C, ber, 8+C,bei, 8+C;ker, 0+Cy,kei, D) (2.11)

dove ber, , bei, sono le funzioni di Kelvin di I specie e ker,, keia
di ITI specie di ordine A. Le espressioni per ricavare tali funzio
ni e le loro derivate sono riportate nei testi specializzati (XIID,
(XIV), (5). Mentre & abbastanza semplice calcolarle per X intero,
delle difficoltd sorgono nella determinazione di ker, e kei. allor
ché ) non & intero. Per guesto motivo, mentre si & adottata la so
luzione (2.11) per ) intero, per X non intero si & ricercata una so

luzione diversa ottenuta impiegando funzioni del tipo:

00
g (3 =) a,, 7 WIS (1-1,2,3,4). (2.12)
3=0
3) Il segno meno & stato introdotto per semplificare le succesive
formule.
4) Le matrici e i vettori si indicano con lettere sottolineate.Co
me segno di trasposizione si usa la tilde.
5) Per le applicazioni in questa sede si & fatto riferimento alle

formule (289), (290), (291), (338), (339), (340)e (341)di (XIV).
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Introdotte le (2.12) nella (2.7), l'equazione risulta soddisfatta
ponendo:

Ai.‘—l
A, = - ’ ‘ (j=1l%oei=1:4) (2.13)
[(45+s, =2)2=2%] [(44+s,) 2=2?]
con:
sy = A S, =2+ X ; S3= = A; Sy= 2= X, (2.14)
dove, nella formula ricorrente (2.13), le costanti A,, possono as

sumere qualsiasi valore reale.
Per le funzioni di Kelvin valgono le sequenti relazioni:

Lg (ber, §) = -bei 8 ; Ly (bei,B) =ber, b ;

Lg (ker, 8) = -keind ; Lz (kein8) =kerab ;

@l

per cui, posto nelle (2.8):

~ - -

=15 £, £3 £, §= berxé beiké ker, 0 keiy 6
si ha: N -
Lé (F1) = F5 . (2.15)

Per X non intero, posto: _
Fi=(f, £, £3 £, g1 92 93 gus

per risultare valida la "'(2.15), impiegata per la determinazione del
le (2.9), si devono porre nella (2.13):

1 1
Ay = 1; Arpg = 1N Aze = 1 ; Byo = a(i-n)  (2.16)
Le funzioni g; vengono pertanto definite dalle (2.12), (2.13) e

(2.16) e risultano di semplice determinazione. Inoltre dalle (2.12)

si ricava:
00

g, = E: (45 +s;) A,

20
Per la soluzf%ne del problema si assumerd nelle espressioni (2.9):

g (4378 ~1) (i=1,2,3,4). (2.17)

F ={berk§ bein®  ker,B keiaé} per A intero,
F ={91(@) g, (8) gs3(8) gq(§)} per ) non intero,

mentre risulta ovvio, per le (2.8), il significato degli altri vet
tori F, .

3. LE MATRICI DI RIGIDEZZA E DI DEFORMABILITA' PER PIASTRE A DUE
BORDT.

Si consideri la zona di piastra di rivoluzione ribassata,di cui in
fig. 3.1 & indicata una sezione meridiana, soggetta al 51stema di
forze, costanti e uniformemente ripartite lungo i bordi, rappresen

tato nella stessa figura a cui corrispondono gli spostamenti di fig.
3.2,
Introdotti i vettori:

= {Hi M, H, Ms} vettore delle forze;

ford [HHe

= {Ea ®i &, qu} vettore degli spostamenti;
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le relazioni che tra questi vettori intercorrono, lineari per l'ela

sticitd della struttura, sono esprimibili nella forma:
F=K § ; =0 F , (3.1)

dove K e O sono le matrici (4x4) di rigidezza e di deformabilita.

B T

™,

- — v — — i ——5 Croa—

Fig. 3.1 Fig. 3.2

Esplicitando i termini dei vettori F e § in base alle (2.8) e (2.9),
si ha:
Hio= H| fi, Qi+ £ Co+ £5 Co + £ Cu]

~

M= M- (£ + hi £,)Ci+ (£, + h; f1,) Co-(fii+h fu)Cs+ (£5i + hi £H)C

A -

H =—ﬁs fi, C1 + £, Cy + f3, C3 + £ Cu,]

M,=-,|- (£ + h,£)C + (f, + h, £) G- (£, +h £,)C+ (£, +h. £.)C

1
=

£o= B (B - hifi)G+ (& - hi £) G+ (& -hi £)C+ (&) £i1) Cy

]
St

@i = @ |-fp; C1+ f1; Co= fui C3 + £y Ch]

E,= E,| (f, = h,fi,)C1 + (£, - h, £.) Co+ (f5.-h,f5,)Cs + (£, - h, fus)Cu]

P, = @ |-f, Ci+ £1, Co— £4. C3 + f3, Cu] (3.2)

Per cui, introdotte le matrici (6):

£ = I8 ® -H, -h

= . - - (3.3)
nh = '—gi P, £, ?.ji.l
T f f, fs .
| -f; -hf, fy +hf, -f; ~-hf, fs +hfs 1
== (3.4%)
[ f1 f2 f3 fq 7]
_—“fz' -hf; fI' +hf -f, ~hf, £5 +hfgds

6) Col simbolo rT-;j si indicano le matrici diagonali.
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r" fl- "hfl f2. "hfg fg. '—hf3 fL,. ""hfu 1]
L "f) fl ""fq f3 J i
G = (3.4")
;" -hf, £, -hf, f; -hf, fy =hfy ]
- _fZ fl "‘fq. f3 . sJ
.
risulta:
F o= G C §=n G C . (3.5)

f
Eliminando C dalle (3.5) si ottiene:

Gi1Gs7'n?s ; §=n

—— —_—

[+
I
)

e quindi, tenendo presente le (3.1), le espressioni delle due matri
ci cercate risultano:

-IS:

)

GG} n? ; e=n GGitf?! (3.6)

b

Mentre per le piastre non ribassate & possibile fornire in forma e
splicita le espressioni dei singoli elementi delle matrici di rigi
dezza e di deformabilitd (IX), per le piastre in esame, dati i tipi
di funzione che compaiono nelle matrici G e Gy, 9gli elementi delle
matrici (3.6) devono essere ricavati con procedimento numerico. A
tal fine & stato impostato un opportuno programma di calcolo che
permette, fissate le caratteristiche geometriche e meccaniche della
piastra, di ricavare gli elementi delle matrici K e 0 , assumendo
nelle G; e G,, secondo che A sia intero o non, o le funzioni di Kel
vin o le funzioni g; dedotte in (X)-.

4. CALOTTINO ISOTROPO

Per una piastra ribassata chiusa nel vertice, la soluzione ricavata
in (X), considerando ) =cost, & applicabile solo per la piastra iso
tropa. La soluzione flessionale & ancora fornita dalle (4.4) di (X)
dove le f; da introdurre nelle (4.1) sono le funzioni di Kelvin di
ordine 1. Per ragioni di simmetria nel vertice devono risultare nul
li la rotazione ¢ ed il taglio T cid che comporta 1l'annullarsi del
le costanti Cs;e C, moltiplicative delle funzioni ker; 6 e kei; 8 che
tendono ad @ per 6~ 0. Le formule cosi ottenute risultano diverse
dalle altre soluzioni ben note ricavate specificatamente per la pia
stra sferica isotropa ribassata (IV), (V), inserendosi quale caso
particolare nella trattazione generale delle piastre di rivoluzione
ortotrope. ~
Applicando nel bordo i di una piastra isotropa chiusa le forze H, e
M; si producono gli spostamenti £, e @, come rappresentato nelle figg.
4.1 e 4.2,
Introdotti i vettori:

;gi QDi;
E=KS$ ; S§=0F

H; M;

F =

{02
[

risulta:

dove K e O sono le matrici (2x2) di rigidezza e di deformabilita
della piastra considerata.
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Esplicitando i termini dei vettori F e ¢ si ha:

H = & [ (ber, 6)C: +(bei éocz]
M, = i{ (beir 6 + h, bei, 8,)C; + (berf§p+hiber1§JC2]
£, = .[ (berr 8- h; ber; 8,)Cp + (beif@i—hibei1§JC2]
@, = ,[ (bei; 8, +(ber153)cz]

P i B R
]
]
]
]
[}
[}

Pertanto posto:

{Fh

i

=
NE

n= T% 3§, (4.1)
- ber; b bei; 6; .
G = - - - -
| ~bei;" 6; =h, bei; 6, ber;” 0, +h, ber; 6,
[ ber; 6, ~h, ber; 6, bei;’ 8, =h, bei; 6,
G = _ -
L ~-bei; 6, ben 6 N

le espressioni delle matrici K e O risultano ancora quelle indicate
nelle (3.6). Per tale motivo anche il calottino isotropo pud essere
analizzato col programma di calcolo, opportunamente adattato, impo
stato per le matrici elastiche delle piastre a due bordi. B

L4

5. PIASTRA ORTOTROPA CHIUSA CON CALOTTINO ISOTROPO

Si consideri la struttura S rappresentata in fig. 5.1, costituita
dalla piastra ortotropa I collegata nel bordo j al calottino isotro
po J, di cui sono note le matrici di deformabilitad O; e 0;.
Applicate al bordo i della piastra S le forze H,=1, nel parallelo
j sorgono le sollecitazioni H? e M? (fig. 5.2a), e nel bordo i e
nel paralleo j gli spostamenti indicati in fig.5,2b. Analogamente
applicati nel bordo i della piastra S i momenti M; =1 sorgono nel
parallelo j le sollecitazioni H} e M) (fig. 5.2c¢c) e gli spostamenti
indicati in fig. 5.2d.
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Il vettore:

H M H M}

e

si ricava risolvendo i due sistemi seguenti che forniscono, nelle due

S:Itfl ) ;

g i
Ao s ;J;"G I 5c>
M
%:n 7 g’” D}Z;_}Z__l: d)
I
T'ig. 5.1 g | rig. 5.2
condizioni di carico considerate, la congruenza nel bordo j facil

mente esprimibile impiegando i termini delle matrici di deformabili
td delle due piastre I e J:

€] = O - 0L H] - oy M = ofy B + ol M
Q) = Gui- OhsH] - O M = €5, H' + 0],m" (5.1)
;g“j‘ = 03~ O3 H, - O, = ol B + of, M
@Y = Ohr - Ong H“,’| - Ol M',-‘/l = O, H',\'1 + 635 Mh,vd

Noto il vettore R si ricavano gli spostamenti nel bordo i della pia
stra S che, per definizione, corrispondono agli elementi della ma
trice di deformabilitd Og. Questi sono dati dalle seguenti relazio

ni:

O T I

&= ¢= 05, - 5,1 - of,M = of,

0l2= &= 01~ @Y - ol M = 0o 5-2)
@2 = @ = Q3 ~ Op3 H' - O 34?

i J

La matrice Kgsi pud ottenere per inversione della precedente matri
ce avendosi:

& (5.3)
6. APPLICAZIONI PRATICHE

Si applica il procedimento innanzi egsposto per la determinazione del
regime flessionale nella struttura illustrata in fig. 6.1 costituita
da una zona sferica ortotropa chiusa nel vertice da un calottino i
sotropo, incastrata nel bordo inferiore e soggetta ad un carico ver
ticale p uniforme sulla proiezione orizzontale. -
Per indagare sull'influenza che il ribassamento e l1'ortotropia han
no sulla soluzione, si sono esaminate tre piastre che corrispondono
a quelle gia analizzate in (X) senza il calottino di completamento.
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Le piastre hanno le seguenti caratteristiche geometriche: r, = 2000
cm, r,=500 cm, R/s=250 e la colatitudine del bordo inferiore pa

Fig. 6.1 {

ri a 20°, 10°e 5°.Posto E=3,6 - 10°N/cn® e v;,=0,1, per ogni  pia
stra si sono calcolate le sollecitazioni flessionali prodotte da
p=0,1 N/cm2 facendo assumere a Ari seguenti valori: 0,5; /0,5=0,707;
1,0; 1,5; 2,0 essendo A,=1. Nelle figg.6.2,6.3,6.4 sono riportati i
diagrammi di M; e T per le piastre analizzate (7). Per un pit faci
le esame della soluzione si riportano alcuni risultati numerici per
la piastra avente 6,=10°e Xr = V0,5=0,707. Per tale piastra risul
tano: R =11518 cm, s =46,072 cm, 6,= 2°,488.

Applicando le (2.6) si ha (8):

Ti= 1,10521;  yi= 24,71331;  vy,;= 1,31277;  Y,=29,35446.

palle (2.10) si ricavano gli elementi delle matrici diagonali f e n
(3.3) che risultano:

£, = [5.75877 466.06460 -23.03609 —466.064@9]
n,= [5.96211E-04 7.36688 E-06 1.49046E-04 7.36688E—Q§J
§J=[_§.03609 392.37647]| ; QJ=[_184918E—05 5.19528E-Q§J.

I dati necessari‘per costruire le matrici G; e G, sono riportati nel

le due successive tabelle.
Tramite le (3.6) si ricavano quindi:

1,51178E-04 1,54591E-06 -4,34506E-06 1,16624E-07
0, = 1,54591E-06 2,67826E-08 -5,45201E-08 2,19513E-10
=1"11,74641E-05 =-2,19132E-07 1,12281E-05 ~-1,89918E-07

4,68746E~07 8,82289E-10 -1,89918E-07 1,35307E-08

7)Y §1 rimanda al punto 6 di (X) ed ai trattati generali citati nella
bibliografia per lo studio completo delle piastre di rivoluzione.

8) Nei calcoli si sono sempre adottate le unitd di misura N e Cm per
cui le dimensioni dei vari termini delle matrici e delle altre
grandezze qui considerate discendono di conseguenza.
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9

8,07200E -08 1,49729E - 08

Risolvendo i1 due sistemi di equazioni (5.1) si ottiene:

[3,22942E-—06 8,07200E-—08]
J =

R, =
—]

H M H MT£= ?1,11604 12,16957 -0,01537 —0,02792€

e quindi per le (5.2) e (5.3):
_11,44909E~04 1,48239E~06 K. = 1,66029E +04 -9,48406E+05
= 6=

1,48239E -06 2,59509E-08 -9,48406E +05 9,27101E+07].

Le sollecitazioni flessionali nel bordo i nelle condizioni di inca
stro perfetto sono date dalle note relazioni:

9

HY == Ki1 & -Kp 9] ; M == K3 & -K, 97
dove le deformazioni membranali si ricavano esplicitando, per il
caso in esame, le (6.2) di (X) che risultano:
2 2
£"= R°psend [ 1+A2v12 —cosze}
>\2Els
pr= — 2P % L [(ﬁ—-l)cot 6 +2 CL+A2v12)cote}—
>\2Els 2

- cos? 9 [U.+A?v12)cot6-2tg6 %

Pertanto, per la piastra considerata, nel bordo risulta:

g'= -0,01236 cm ; ¢'= ~1,24575E =05 rad
e gquindi:

)

H) 193,42 N/em M= -10568,58 Ncm/cm.

Per lo studio completo del regime flessionale nell'interno della
struttura & necessario determinare per le due piastre, mediante le
condizioni ai bordi, i vettori Cy e C; da introdurre nelle (4.4) di
(X) ed in particolare nelle espressioni di T e di M;. A tal fine ri
sulta utile la conoscenza del vettore R gia determinato in quanto per
mette di ricavare le sollecitazioni nel parallelo j tramite le se
guenti relazioni:

H)= H, H; + H M =-53,44 N/cm

J
M

M = M] H + M M =2648,90 Nem/cm .
Ora si hanno tutti i dati necessari per scrivere i due sistemi di e
quazioni che risolti forniscono i due vettori richiesti che risul
tano: }

¢= {-1,72408 4,88974  -0,39050  -1,13806)

Ci= {-2,81613 -10,84225)}

Ed allora per la piastra I, essendo:

T=-pﬁm<m+cém(®+c2%<m+ci%(m]

My = 5 g— [9: () +n(Bra. (®)] ci+ [ai B) +n (B) g1 (B)] c} -
Y _ - - _ - —
Lo [@;<e)+-h(e>gu(m] cl+ [g§<e)+r1<m g3<e>] ct




o | & & £ 2 A T M
& & & &
. -3./0¢50 | 501867 | -7.4533¢ |-0 70292
0| 431329 001159 | —33.58 |-r0568 53
~5.3843/ Q798968 |—3.9/215 |- 662780
0.19558 3.50006 |- 458400 2./6582
8° 345083 0.0/4480 | —14.23 —1873.77
—2.40468 211783 | —8.778/ |-447147
. 1.37 248 1.83227 | -432038 246235
5 2.68797 0201931 -¢.3¢/ 1717.65
-061896 127977 | -2.87957 052358

7.38262 D636/8 a/8603 187354 )
4° {-7263( 002897 /.26 2679.79

0.356335 098286 —1. 21451 {-150028

° 104175 Q17708 084733 883048
2488 107314 004659 a.32 26d86.90

0.65120 D 48570 | -D.94546 110483

Per la piastra J, essendo:

- [Ci ber1§ + CJZ bei; -é]

T =
_ R - = P J . - - J
M = 5 -~ bei; 8 +h(8)beiy8|Ci1+ | bery 6 +h (8)ber; 8| C»
J
si ha:
= bary bai,
o’ 54 - = A T M,
bar, bai,
—0.63560 035846
22488 v.a7 460 0.07845 2.32 2648 90
- 0.54358 0.7180¢
~0. 40769 037869
2° /. 08466 0.09769 2.e4 2480.80
- 0. 48230 0.80458
-018701 047613
° | osress 079678 787 2794€. 08
-0.38772 0.3/972
OA [ 0' o (~/
o' 0.0 v 0.0 20484.86
—~0. 35356 036356

(#) Per 6 =0° le espressioni h(0)-ber;0 e h (0) -bei; 0, che assumono la
forma indeterminata o. 0, risultano:

h (0). beiy0== h (0) -ber; 0= V2/4 .
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Fig. 6.2
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7. CONCLUSIONI

Sviluppando la soluzione ricava
ta in (X) si sono dedotte le e
spressioni delle matrici di ri
gidezza e di deformabilita per
le piastre sferiche ortotrope
bassate a due bordi mostrando i
noltre come le stesse espressio
ni possano applicarsi, con op
portuna particolarizzazione, an
che per il calottinc isotropo.
La conoscenza delle matrici ela
stiche oltre a permettere di ri
solvere facilmente una piastra
di rivoluzione isolata, comun
que caricata e vincolata, serve
altresl per calcolare agevolmen
te strutture costituite da piua
piastre collegate fra loro.
Come caso particolare si & svi
luppato quello di una piastra
ortdxropa chiusa da un calottino
isotropo che rappresenta la con
dizione che in pratica si veri
fica per le piastre ortotrope
chiuse.

Dall'esame dei risultati delle
applicazioni numeriche quil svol
te, compendiati nelle figg.6.2,
6.3 e 6.4, e di quelli gia con
seguiti in (X) si pud dedurre
quale & l'influenza del ribassa
mento e del rapporto di ortotro
pia sulla soluzione flessionale.
Trovata conferma del risultato
noto che le sollecitazioni fles
sionali, a parita di X, aumenta
no all'aumentare del ribassamen
to, si & potuto rilevare che ta
1i sollecitazioni, a parita di
ribassamento, crescono al dimi
nuire del rapporto di ortotropia
A =VEz2 /E;1, inducendo anche un au
mento delle sollecitazioni nel
calottino centrale.

Tale comportamento & facilmente
spiegabile considerando che al
diminuire di A decresce l'azione
di sostentamento esercitata dai
paralleli per cui nella struttu
ra tende a ridursi l'effetto cu
pola per passare al limite, per
A~>0, ad un comportamento tipo
arco per le piastre chiuse o ti
po mensola per quelle aperte (X)
Per la piastra ortotropa qui e
saminata, chiusa da un calotti
no,vi & da rilevare una discon
tinuitd nell'andamento delle




sollec
quella
motivo
Infine

itazioni flessionali nel passaggio dalla piastra ortotropa a
isotropa, pild avvertibile per X <1, che si accentua, per il
innanzi esposto, al diminuire di A. «
si fa notare che la soluzione qui presentata per la cupola

isotropa chiusa & in grado di fornire buoni risultati anche per

fortis
stre i
no pic

simi ribassamenti permettendo cosl di calcolare oltre a pia
solate di tale tipo, piastre ortotrope chiuse da un calotti
colo fincheé si vuole.
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