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SOMMARIO 
La memoria illustra i risultati di prove di carico statiche di laboratorio su cinque travi inflesse realizzate con calcestruzzi ad alta 
resistenza (HSC) ed autocompattanti (SCC). Le travi sono state provate con lo schema di carico a flessione su quattro punti, in 
regime monotono. La resistenza cilindrica a compressione dei calcestruzzi oggetto delle prove è variabile tra 40 e 115 N/mm2. 
L’attenzione è focalizzata sulla resistenza flessionale e sulla duttilità delle travi, confrontando i risultati per i diversi tipi di 
calcestruzzo utilizzati. Nella sostanza, le prove hanno mostrato che le travi di calcestruzzo SCC forniscono risultati molto simili alle 
travi di calcestruzzo tradizionale vibrato, sia in termini di proprietà meccaniche, sia in termini di quadro fessurativo.            
 
SUMMARY 
Data on experimental tests on five reinforced concrete beams made of high strength concrete (HSC) and self-consolidating concrete 
(SCC) are presented in this paper. The beams have been subjected to flexural tests with testing load applied according to the four 
points scheme, using a monotonic loading. The cylindrical compressive strength of concrete varies from 40 to 115 N/mm2. Results in 
terms of flexural strength and ductility level are presented and discussed, according to the different types of concrete. Overall, the 
experimental tests show that the strength and the ductility of SCC beams and HSC beams are comparable. Furthermore, small 
differences have been detected in terms of cracking patterns and types of damage.                                
 
 
1. INTRODUZIONE 
 

Nell’ambito dell’evoluzione della tecnologia del 
calcestruzzo, già da molti anni si producono materiali di 
caratteristiche meccaniche e prestazioni superiori a quelle del 
calcestruzzo tradizionale. I calcestruzzi ad alta resistenza, 
indicati con la sigla HSC (high strength concrete) ed i 
calcestruzzi autocompattanti, indicati con la sigla SCC (self-
consolidating concrete), sono due esempi di calcestruzzo di 
caratteristiche diverse da quelle del calcestruzzo ordinario. Gli 
HSC sono calcestruzzi con resistenza cubica a compressione 
indicativamente superiore a 75 N/mm2; i calcestruzzi 
autocompattanti sono calcestruzzi che consentono il getto 
senza le operazioni di vibrazione meccanica, con vantaggi sia 
economici, sia operativi [1, 2]. Nell’ambito dello studio delle 
proprietà meccaniche di questi materiali la sperimentazione di 
laboratorio assume un ruolo di notevole rilievo [3, 4 e 5].           

La presente memoria illustra i primi risultati di una serie di 
prove sperimentali di laboratorio su travi di calcestruzzo HSC 
ed SCC soggette a flessione su quattro punti fino a collasso, 
con applicazione del carico sia di tipo monotono, sia di tipo 
ciclico. Il programma sperimentale comprende, in totale, 
quindici travi, di lunghezza e sezione costanti, che sono state 
realizzate, in gruppi di tre, con cinque diverse miscele di 
calcestruzzo, di cui due miscele ad alta resistenza e tre miscele 

autocompattanti. La prima trave di ciascun gruppo è stata 
sottoposta a prova di carico a flessione monotona, le due travi 
successive sono state provate in regime ciclico, utilizzando lo 
stesso assetto sperimentale, con applicazione del carico 
variabile tra zero ed un valore massimo positivo, controllato 
dalla deformazione flessionale, senza inversione di segno. Nel 
seguito si illustrano i principali risultati ottenuti con le prove 
monotone. 

Scopo principale dell’investigazione è verificare se, per 
questo tipo di sollecitazione e per questi calcestruzzi, la 
resistenza e la duttilità delle travi di calcestruzzo 
autocompattante sono simili a quelle delle travi di calcestruzzo 
tradizionale vibrato.                    

 
2. PROGRAMMA SPERIMENTALE 
 
2.1 Travi 

Le travi oggetto della sperimentazione hanno una 
lunghezza di 2400 mm e una sezione rettangolare costante di 
area b ́  h = 150 ́  200 mm2. Esse sono armate, inferiormente, 
con 4 barre di acciaio da c.a. ad aderenza migliorata, 2 f  10 e 
2 f  12 mm di diametro e superiormente con 3 barre f  10 mm; 
la percentuale di armatura tesa risulta quindi r s = As/(b ´  h) = 
0.0128, con As l’area dell’armatura metallica tesa. La Figura 1 
illustra, in dettaglio, le armature metalliche delle travi. 
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Figura 1 – Dimensioni e armature metalliche delle travi oggetto della sperimentazione (misure in mm) 
 
 

Per ottenere un meccanismo di rottura a flessione nella 
parte centrale delle travi, l’armatura trasversale nelle zone 
laterali è stata realizzata con staffe rettangolari di diametro 8 
mm disposte a passo 80 mm, mentre nella zona centrale sono 
state disposte staffe di 6 mm di diametro con passo 120 mm. 
Le staffe sono ancorate all’interno del calcestruzzo con 
piegature a 135° di opportuna lunghezza. 
 
2.2 Materiali e realizzazione delle travi  

Le travi, in totale 15, sono state realizzate con 5 diverse 
miscele di calcestruzzo: le miscele ad alta resistenza HSCB e 
HSCC rappresentano calcestruzzi vibrati di resistenza 
cilindrica nominale a compressione a 28 giorni di maturazione 
di 80 e 100 N/mm2, le miscele SCCE, SCCF ed SCCG sono 
calcestruzzi autocompattanti di resistenza cilindrica pari a 80, 
95 e 40 N/mm2, rispettivamente. La dimensione massima degli 
aggregati utilizzati in questi calcestruzzi è 10 mm ad 
eccezione della miscela SCCG, nella quale si sono impiegati 
aggregati fino a 15 mm di diametro. La Tabella 1 contiene i 
dettagli della composizione delle differenti miscele. Per le 
miscele HSCC, SCCE ed SCCF sono stati utilizzati i fumi di 
silice e per le tutte le miscele autocompattanti è stato previsto 
un agente viscoso per ottenere la necessaria fluidità allo stato 
fresco.   

Con ciascuna miscela di calcestruzzo sono state realizzate 
tre travi, indicate con le sigle T1, T2 e T3 (ad esempio HSCB-
T1, HSCB-T2 e HSCB-T3 sono le travi di calcestruzzo 
HSCB). Le cinque travi della serie T1, oggetto della presente 
memoria, sono state soggette a prova monotona, le altre travi a 
prova di carico di tipo ciclico. Per la realizzazione si sono 
utilizzate casseforme metalliche e maturazione in ambiente a 
temperatura e umidità controllate per due giorni; in seguito, 
rimosse le casseforme, le travi sono state soggette alle 
condizioni ambientali presenti nel laboratorio, fino all’età 
delle prove. Il copriferro netto, misurato all’esterno del bordo 
della staffa, è risultato di circa 20 mm per le travi SCCG e 16 
mm per le altre travi. 

Le proprietà meccaniche del calcestruzzo all’età delle 
prove, determinate come valori medi su tre provini, sono 
riportate nella Tabella 2. fc,cyl è la resistenza cilindrica a 
compressione (provini di 200 mm di altezza e 100 mm di 
diametro), fc,cubic la resistenza cubica (provini di lato 100 mm), 
fr la resistenza a trazione per flessione ed Ecs il modulo secante 
a compressione [6]. La resistenza cilindrica del calcestruzzo 

SCCG non è stata determinata. Nel seguito, per tale resistenza 
si è assunto, convenzionalmente, il valore fc,cyl = 0.83 fc,cubic = 
40.16 N/mm2.    

Le proprietà meccaniche dell’acciaio sono state 
determinate con prove di trazione monoassiale su un minimo 
di tre provini per ciascun diametro utilizzato, ottenendo i 
valori medi riportati nella Tabella 3. Il significato dei simboli 
è il seguente: fsy è la tensione media di snervamento, fsu è la 
tensione media di rottura e A5 è l’allungamento percentuale 
medio a rottura.  
 
Tabella 1 – Composizione e proprietà dei calcestruzzi allo stato fresco  

 

Miscela HSCB HSCC SCCE SCCF SCCG 

Tipo di cemento I 
52.5 R 

I 
52.5 R 

I 
52.5 R 

I 
52.5 R 

II/A-LL 
42.5 R 

Acqua, kg/m3 139 130 138 155 200 
Cemento, kg/m3 537 594 517 609 340 
Silica-fume, kg/m3   21 43 43 140 (filler) 
Sabbia I, kg/m3 300 292 302 278 620 (0-3 mm) 
Sabbia II, kg/m3 527 511 517 481 440 (0-12 mm) 
Aggregati, kg/m3 
(d = 0 - 5 mm) 207 208 215 203   

Aggregati, kg/m3 
(dmax = 10 mm) 

734 709 722 673 710 (8-15 mm) 

Superplasiciz. 
kg/m3 

7.0 11.7 11.3 13.3 3.5 

Viscofluid, kg/m3   0.43 0.32 1.0 
Slump, mm 260 280 750* 800* 650* 
Aria, % 1.2 1.0 0.3 0.3 – 
A/C 0.26 0.22 0.27 0.25 0.59 
A/(C+SF) 0.26 0.21 0.25 0.24 0.42 
Densità, kg/m3 
(stato fresco) 2448 2466 2412 2420 – 
* Prova di slump flow      
 

Tabella 2 – Proprietà dei calcestruzzi all’età delle prove 
 

Calcestruzzo fc,cyl 

N/mm2 
fc,cubic 

N/mm2 
fr 

N/mm2 
Ecs 

N/mm2 
HSCB 86.95 101.34 11.27 39971 
HSCC 113.32 130.50 10.78 49810 
SCCE 88.83 110.72 10.90 40351 
SCCF 100.11 121.64 9.76 42654 
SCCG – 48.38 8.58 29998 
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Tabella 3 – Proprietà delle armature metalliche 
 

Tutte le travi eccetto SCCG 
Diametro fsy 

N/mm2 
fsu 

N/mm2 
A5 

% 
f  6 604.1 638.4 10.9 
f  8 549.3 614.1 25.9 
f  10 519.7 619.8 25.7 
f  12 541.3 641.7 22.2 

Travi SCCG 
Diametro fsy 

N/mm2 
fsu 

N/mm2 
A5 

% 
f  6 642.5 657.5 10.2 
f  8 603.9 627.3 18.8 
f  10 501.5 579.4 29.3 
f  12 555.1 652.70 23.1 

 
2.3 Apparato sperimentale 

La Figura 2 illustra l’apparato sperimentale utilizzato per 
le prove di carico. Il carico P è applicato da un attuatore 
idraulico MTS avente una capacità massima di 350 kN. 
Attraverso una trave metallica il carico è riportato sulla trave 
in due punti simmetrici rispetto alla mezzeria e posti a 
distanza di 700 mm, lunghezza della zona centrale della trave 
soggetta a momento flettente costante. La luce di taglio ha una 
lunghezza di 750 mm. Una serie di piastre di acciaio di 
ripartizione con interposti rulli cilindrici realizzano gli 
appoggi laterali e quelli intermedi. 

Tre trasduttori di spostamento verticali, F1, F2 ed F3, sono 
stati impiegati per la misura della freccia in mezzeria e dei 
cedimenti degli appoggi.  

 
 

Figura 3 – Una trave prima della prova di carico 
 
Un estensimetro di tipo ad “omega” è posto all’estradosso 

della trave, in mezzeria,  per la misura della deformazione del 
calcestruzzo nella zona compressa (D1). La strumentazione di 
misura è completata, infine, da una catena di 5 tastatori (Ts1, 
Ts2, Ts3, Ts4 e Ts5) per monitorare la fessurazione della trave 
all’intradosso e per valutare la curvatura media nella zona 
centrale a momento flettente costante. Le prove sono state 
condotte controllando la velocità di avanzamento della corsa 
dell’attuatore; nelle prove monotone tale velocità è stata di 
circa 3 mm/min. La Figura 3 illustra una trave prima della 
prova di carico. Sono visibili la parte inferiore dell’attuatore,  
il trasduttore F1, l’estensimetro ad “omega” all’estradosso e la 
catena di misura all’intradosso della trave. 
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Figura 2 – Apparato sperimentale e strumentazione di misura (misure in mm) 
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3. RISULTATI DELLE PROVE MONOTONE 
 
3.1 Relazione carico – freccia 

Le prove monotone sono state condotte fino al 
raggiungimento di una freccia d in mezzeria di circa 80 mm, 
essendo d l’abbassamento misurato dal trasduttore F1 depurato 
del cedimento degli appoggi della trave. Per tale valore dello 
spostamento, seppur fissato in modo convenzionale, le travi 
hanno manifestato un significativo stato di danneggiamento 
con l’espulsione del copriferro all’estradosso.           

Utilizzando la relazione carico – freccia è possibile 
definire una serie di grandezze caratteristiche del 
comportamento delle travi inflesse (Fig. 4): il carico di prima 
fessurazione Pcr, corrispondente alla comparsa delle prime 
fessure all’intradosso della trave, il carico di snervamento Py, 
il carico massimo Pmax ed il carico ultimo Pu. Nel presente 
studio la freccia dy allo snervamento ed il corrispondente 
carico Py sono stati determinati applicando la cosiddetta regola 
dei ¾ (Fig. 4), mentre lo spostamento ultimo du è 
convenzionale e corrisponde al massimo valore applicato 
prima di arrestare la prova.            

Tutte queste grandezze e le curve carico – freccia ottenute 
nelle prove monotone sono riportate nelle Tabelle 4 e 5 e nelle 
Figure 5 e 6. In tutte le cinque prove l’andamento tipico della 
curva carico – freccia presenta un primo tratto lineare fino al 
carico di prima fessurazione, seguito da un secondo tratto, 
ancora pressoché lineare, fino al punto di snervamento 
dell’armatura metallica tesa. Il successivo tratto di 
incrudimento ha termine con l’espulsione del copriferro nella 
zona compressa, che corrisponde ad una perdita di carico 
improvvisa. Ad esempio, per la trave SCCG-T1 (Fig. 5) il 
copriferro è stato espulso in due fasi successive, ravvicinate 
tra loro. Per le quattro miscele di calcestruzzo ad alta 
resistenza, sia vibrato, sia autocompattante, i carichi Py e Pmax 
sono molto simili; differenze, seppur limitate, si evidenziano 
per il carico di prima fessurazione. Dette travi mantengono, 
allo stato ultimo, una capacità residua di carico pari ad almeno 
0.85 Pmax, con duttilità du/dy di circa 6. L’andamento delle 
curve P – d adimensionalizzate (Fig. 6) differisce per le 
quattro travi soltanto nella parte finale in cui inizia il 
danneggiamento. La trave di calcestruzzo autocompattante di 
resistenza ordinaria (SCCG-T1) ha prodotto valori inferiori del 
carico di prima fessurazione e del carico massimo; anche la 
duttilità e la capacità residua di carico, allo stato ultimo, sono 
risultate inferiori ai valori ottenuti per le travi di calcestruzzo 
ad alta resistenza.  
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Figura 4 – Prove monotone: definizione del punto di snervamento 

Dalla Tabella 4 si osserva che il momento flettente 
sperimentale allo snervamento My è molto vicino al momento 
resistente ultimo teorico Mru, determinato applicando 
l’Eurocodice 2 [7] con le resistenze effettive dei materiali ed 
utilizzando, per il calcestruzzo, la legge parabola-rettangolo e, 
per l’acciaio, il legame elastico perfettamente plastico con 
soglia di snervamento fsy.          

 
Tabella 4 – Risultati delle prove monotone 
 
TRAVE 
 

Pcr 

kN 
Py 
kN 

Pmax 
kN 

My 
kNm 

Mru 
kNm 

HSCB-T1 24.04 93.26 107.06 34.97 33.44 
HSCC-T1 20.00 92.86 103.34 34.82 34.09 
SCCE-T1 18.80 93.92 103.22 35.22 33.48 
SCCF-T1 23.02 95.50 101.92 35.81 33.75 
SCCG-T1 12.52 84.94 95.64 31.85 31.01 
 
Tabella 5 – Risultati delle prove monotone 
 
TRAVE 
 

K0 

kN/mm 
dy 

mm 
du/dy 

 
Pu/Pmax 

HSCB-T1 7.82 13.7 5.9 0.89 
HSCC-T1 7.64 13.5 5.9 0.91 
SCCE-T1 7.58 13.6 5.9 0.85 
SCCF-T1 7.97 12.8 6.6 0.92 
SCCG-T1 6.33 15.1 4.5 0.73 
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Figura 5 – Prove monotone: carico P in funzione della freccia d 
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Figura 6 – Prove monotone: carico P in funzione della freccia d 
adimensionalizzati rispetto a Py e a dy. 
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3.2 Relazione momento – curvatura 
La misura della deformazione del calcestruzzo compresso 

all’estradosso ec è stata ottenuta fino all’inizio della fase di 
espulsione del copriferro, in corrispondenza della quale lo 
strumento D1 cessa di funzionare. La deformazione 
all’intradosso nella zona centrale della trave a momento 
costante et è stata ottenuta come il valore “medio” delle 
deformazioni misurate dai 5 strumenti della catena di misura. 
Trattasi quindi di un valore equivalente, che comprende sia le 
zone di calcestruzzo non fessurato, sia il contributo delle 
fessure stesse. Con tali misure è possibile ottenere la curvatura 
“media” c della trave nella zona centrale con la seguente 
relazione:                   

h

tc ee
c

+
=     (1) 

in cui h è l’altezza totale della trave. 
Tipici andamenti delle deformazioni in funzione del tempo 

sono mostrati nella Figura 7 per le travi HSCB-T1 e SCCE-
T1. Prima dello snervamento gli andamenti sono praticamente 
coincidenti; nella seconda parte delle prove, fino allo spalling 
del calcestruzzo, le differenze sono comunque molto 
contenute. Questo risultato evidenzia che il comportamento 
deformativo della trave di calcestruzzo autocompattante è 
sostanzialmente coincidente con quello della trave di 
calcestruzzo vibrato. Ciò è anche confermato dalla Figura 8 in 
cui la relazione momento – curvatura è confrontata per le 5 
prove monotone. Prima del fenomeno di espulsione del 
copriferro, avvenuto per valori della curvatura compresi tra 
1.6 e 2.0 ́  10-4 mm-1, il momento flettente, per le travi ad alta 
resistenza, è pressoché indipendente dalla miscela di 
calcestruzzo, e risulta, come già visto, sensibilmente inferiore 
per la trave SCCG-T1, di calcestruzzo di resistenza ordinaria.       

 
3.3 Quadri di danneggiamento e fessurativi  

La Figura 9 mostra l’immagine della zona centrale delle 
travi alla fine delle prove. La parte di calcestruzzo soggetta ad 
espulsione è relativamente estesa per le travi SCCG-T1 e 
SCCE-T1, risulta più limitata per le travi HSCC-T1 e SCCF-
T1 ed assume dimensioni intermedie per la trave HSCB-T1. Il 
fenomeno dello spalling appare quindi legato alla resistenza 
del calcestruzzo. Non si evidenziano, invece, differenze di 
rilievo tra calcestruzzi vibrati ed autocompattanti. 

Anche l’esame dei quadri fessurativi conferma quanto 
osservato per il danneggiamento in zona compressa. I due 
quadri fessurativi che differiscono più marcatamente sono 
quello della trave SCCG-T1 con la resistenza del calcestruzzo 
più bassa e quello della trave HSCC-T1 con la resistenza più 
alta. 

Nel primo caso si sono ottenute, fin dalle prime fasi della 
prova, numerose fessure diffuse in tutta la zona a momento 
costante, con spaziatura media di circa 110 mm, fessure che, 
nello stato ultimo, hanno raggiunto l’ampiezza di qualche mm. 
Nel secondo caso, prima dello snervamento sono comparse 
soltanto due fessure e, anche dopo tale istante, il quadro 
fessurativo è rimasto concentrato in una zona di lunghezza di 
circa 40 cm a destra della sezione di mezzeria. Anche 
l’ampiezza delle fessure più evidenti è rimasta limitata.                

Quadri fessurativi intermedi si sono osservati per le altre 
tre travi, confermando, nella sostanza, una maggiore fragilità e 
concentrazione del danno per i calcestruzzi ad alta resistenza. 
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Figura 7 – Prove monotone: deformazioni all’estradosso (ec) e 
all’intradosso (et) nelle travi HSCB-T1 e SCCE-T1 
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Figura 8– Prove monotone: momento M in funzione della curvatura c 
 
4. CONCLUSIONI  

 
I primi risultati della campagna sperimentale su quindici 

travi di calcestruzzo ad alta resistenza ed autocompattante, 
relativi a cinque prove di tipo monotono, hanno chiaramente 
evidenziato che, sia la resistenza ultima sia la duttilità di travi 
inflesse di calcestruzzo SCC sono sostanzialmente coincidenti 
con le stesse proprietà meccaniche delle travi di calcestruzzo 
vibrato, a parità di resistenza del calcestruzzo. Questa 
conclusione è basata sui valori del carico di snervamento, del 
carico massimo, delle deformazioni ai due lembi estremi della 
sezione della trave inflessa e, quindi, della curvatura media. 
Differenze più marcate sono state osservate in termini di 
quadri fessurativi e di danneggiamento; si è tuttavia 
chiaramente rilevato che esse sono imputabili alla diversa 
resistenza a compressione del calcestruzzo e non alla proprietà 
di autocompattabilità. 

Il risultato deve essere anche ragionevolmente interpretato 
considerando che le travi oggetto della sperimentazione sono 
“debolmente armate” ed hanno quindi un comportamento 
flessionale prevalentemente influenzato dalla capacità 
dell’acciaio. La ricerca sarà completata con l’esame dei 
risultati delle prove cicliche sulle stesse travi. 
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Figura  9 – Zona centrale delle travi dopo la prova monotona (per 
chiarezza sono state evidenziate le principali fessure)       
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SOMMARIO 
La memoria presenta un modello costitutivo in grado di prevedere, nell’ambito della viscoelasticità lineare, il comportamento viscoso 
dei laminati compositi fibrorinforzati a partire da quello delle singole fasi costituenti. Il modello è basato su un approccio di tipo 
micromeccanico e su una schematizzazione del comportamento differito delle singole fasi mediante modelli reologici a quattro 
parametri. Viene ipotizzata la perfetta adesione tra matrice e fibre. Nella memoria è anche fornita una validazione del modello 
proposto, comparando i risultati teorici da esso desumibili con quelli sperimentali presenti in letteratura e relativi a prove di creep sia 
su FRP che sulle singole fasi costituenti. 

 
SUMMARY 
In this paper the authors present a mechanical model, able to predict the viscous behaviour of FRP laminates in the field of linear 
viscoelasticity, starting from that of matrices and fibers. It is based on a micromechanical approach supposing the perfect adhesion 
between matrix and fiber. The phases long term behaviour is described by four parameters rheological laws. A validation of the 
model is also developed matching the predicted behaviours with the experimental ones available in literature. 
 
 
1. INTRODUZIONE 

L’impiego dei materiali compositi fibrorinforzati (FRP, 
Fiber Reiforced Polymer) nel campo dell’Ingegneria Civile è 
andato progressivamente crescendo nell’ultimo decennio. 
Soprattutto, tali materiali risultano particolarmente attrattivi 
nei problemi di consolidamento strutturale.  

In tale ambito, mentre il comportamento a rottura degli 
FRP risulta ampiamente indagato da numerosi ricercatori di 
tutto il mondo, non altrettanto può dirsi per quello a lungo 
termine.  

Gli studi sperimentali disponibili in letteratura si 
riferiscono essenzialmente a materiali compositi utilizzati nei 
settori meccanico, aeronautico e navale. Pochissime sono, 
invece, le sperimentazioni condotte sui materiali compositi 
confezionati specificamente per l’Ingegneria Civile [1, 2]. 
Soprattutto con riferimento al fenomeno del creep secondario, 
la cui evoluzione coincide generalmente con la vita utile della 
struttura rinforzata. 

Si motiva pertanto l’interesse ad indagare sul 
comportamento reologico dei compositi utilizzati in campo 
civile.  

I polimeri, e di conseguenza anche gli FRP, possono 
presentare effetti viscosi non trascurabili che, potenzialmente, 
possono nel tempo pregiudicarne le caratteristiche 
meccaniche. 

Il problema è strettamente connesso alle proprietà viscose 
delle matrici polimeriche, nelle quali la natura stessa del 
legame molecolare è causa di una naturale tendenza ad un 
continuo scorrimento anche sotto l’azione di un carico 
costante.  

 

L’importanza di valutare le variazioni dello stato 
tensionale a carico degli elementi costituenti la membratura 
rinforzata (ad esempio nucleo di c.a. e rinforzo di FRP), 
caratterizzati da differenti proprietà reologiche, è giustificata 
dalla circostanza che potrebbero insorgere nel tempo fenomeni 
di migrazione delle tensioni dall’elemento con proprietà 
viscose più marcate all’altro [3-5].  

Sull’argomento le attuali linee guida disponibili in campo 
internazionale sulla progettazione di interventi di rinforzo con 
FRP, tra cui anche le recenti Istruzioni CNR-DT 200/2004  
[6], consentono di tener conto dei fenomeni viscosi in maniera 
forfettaria attraverso l’introduzione di opportuni fattori 
riduttivi delle tensioni di progetto. 
In tale contesto, si inserisce l’argomento della presente 
memoria in cui gli autori propongono un modello meccanico 
predittivo del comportamento viscoso di lamine di FRP a fibre 
lunghe a partire da quello delle due fasi costituenti 

 
2. MODELLO MICROMECCANICO  

Il modello meccanico consente di schematizzare il 
comportamento viscoso di lamine unidirezionali di FRP a 
fibre lunghe, sollecitate nella direzione delle fibre da una 
tensione normale, s0, costante (Fig. 1).  

 
 

0 0

 
Figura 1 - Lamina unidirezionale di FRP 
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Le ipotesi di base del modello sono: 
 
- perfetta aderenza tra i componenti, fibre e matrice; 
- comportamento viscoelastico lineare dei componenti. 
 
La seconda ipotesi è ampiamente giustificata dal valore 

esiguo della tensione di lavoro degli FRP nei consolidamenti 
strutturali, mai eccedente il 40% della tensione di rottura. 

L’equilibrio e la congruenza impongono che ad ogni 
istante debbano essere soddisfatte le seguenti relazioni: 

 
 

0 m m f f( ) ( ) ,t V t Vs s s= × + ×  (1)
 

f m( ) ( ),t te e=  (2)
 

nelle quali, rispettivamente, Vm e Vf sono le percentuali 
volumetriche di matrice e fibre; sm(t) e em(t) sono i valori 
attuali della tensione e della deformazione normale nella 
matrice; s f(t) e ef(t) sono i valori attuali delle stesse quantità 
riferiti alle fibre. 

L’ipotesi di comportamento viscoelastico lineare di 
matrice e fibre consente di scrivere: 
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dove Jm(t,t ) e Jf(t,t ) rappresentano, come è ben noto, le 
funzioni di viscosità dei due suddetti componenti e t0 è 
l’istante iniziale di applicazione della tensione s0. 
L’espressione di tali funzioni sarà precisata nel prosieguo. 

Per il tramite delle Equazioni 1, 3 e 4, l’Equazione 2 può 
essere riformulata come segue:  
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(5)

 
avendo posto: 
  
 * m

f m
f

( , ) ( , ) ( , ).
V

J t J t J t
V

t t t= × +  (6)

 
 
La 5 è un’equazione integro-differenziale (equazione di 

Volterra) nella funzione incognita sm(t).  
 L’espressione di prosieguo attribuita alle suddette funzioni 
di viscosità consentirà di perseguire la risoluzione della 5 in 
forma chiusa con conseguenti vantaggi di tipo numerico.  
 
 
 
 
 

2.1. Modello viscoso a quattro parametri 
Si suppone che il comportamento viscoso di fibre e 

matrice sia assimilabile a quello di un modello reologico a 
quattro parametri del tipo di quello indicato in Figura 2.  

 

E1 1

E2

2

 
Figura 2 - Modello reologico a quattro parametri 

 
  Come è ben noto, tale modello è in grado di approssimare 
adeguatamente entrambi i fenomeni di creep primario e 
secondario (Fig. 3).  
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Figura 3 – Risposta del modello a quattro parametri per una prova di 

creep 
 
  Più precisamente, con i simboli indicati in Figura 2, la 
risposta  deformativa da esso esibita sotto carico costante 
(prova di creep) è la seguente: 
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 (7)

 
L’Equazione 7 può essere riscritta nella forma: 
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avendo posto: 
 

 
1 2 3 4

1 1 2 2

1 1 1 1
,  ,   ,     .c c c c
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Dalla 8 discende banalmente che l’espressione analitica 
della funzione di viscosità che compete al modello di Figura 2 
è la seguente: 
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2.2. Soluzione dell’equazione di Volterra 
Attribuendo alle funzioni di viscosità, Jm(t,t ) e Jf(t,t ), 

l’espressione 10, l’Equazione 7 si può riscrivere nella forma: 
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in cui:  
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I coefficienti, ci,f, e ci,m (i = 1,…,4), che specializzano 

nelle precedenti relazioni i coefficienti presenti nella 10, 
caratterizzano completamente il comportamento differito di 
fibre e matrice.  

L’Equazione 11 può essere risolta con la tecnica ben nota 
della trasformata di Laplace:  
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Assumendo t0 = 0 ed essendo evidentemente sm(t) = 0 per 

t < t0 e k(t,t ) = 0 per t < t , il teorema della convoluzione 
consente di scrivere: 
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essendo sm(s) la trasformata di Laplace della funzione sm(t) e 
K(s) quella della funzione k(t,t ). 

L’ulteriore introduzione della trasformata di Laplace della 
funzione h(t), H(s), consente di ricavare dalla 16 la soluzione, 
nel campo complesso, dell’equazione integro-differenziale 5: 

 
 

m m( ) ( ) ( ) ( ).s H s K s ss s= + ×  (18)
 
L’antitrasformata di sm(s) fornisce, infine, la soluzione di 

quest’ultima equazione nel dominio del tempo:  
 

 [ ]1
m m( ) ( ) .t L ss s-=  (19)

3. VALIDAZIONE DEL MODELLO 
Il modello meccanico proposto è stato validato 

comparando il comportamento viscoso da esso deducibile con 
quello, disponibile in letteratura, di matrice, fibre e compositi 
fibrorinforzati. 

In particolare, si è fatto riferimento alle sperimentazioni 
eseguite da R.D. Maksimov e E. Plume [7] e relative a prove 
di creep sia su lamine unidirezionali di AFRP (Aramid Fiber 
Reinforced Polymer – composito fibrorinforzato a base di 
fibre arammidiche) che sulle singole fasi costituenti. Le 
competenti proprietà meccaniche sono riportate nella Tabella 
1, in cui i simboli fmu e ffu denotano, rispettivamente, le 
tensioni ultime di matrice e fibre.  

 
Tabella 1 – Proprietà meccaniche della lamina di AFRP 

Vf 
[%] 

Vm 
[%] 

fmu 
[MPa] 

ffu 
[MPa] 

50 50 68 3300 

 
Mediante regressione dei dati sperimentali con le 

deformazioni da creep esibite dal modello a quattro parametri 
sono stati determinati, attraverso il metodo dei minimi 
quadrati, i coefficienti ci,f, e ci,m (i = 1,…,4), caratteristici del 
comportamento differito di fibre e matrice. 

Più precisamente, per quanto riguarda la matrice si sono 
utilizzati i dati sperimentali (Fig. 4) relativi ad una prova di 
creep sulla resina epossidica del tipo EDT-10 di Tabella 1, 
sotto la tensione s0  = 20.40 MPa.  

 

 
Figura 4 – Deformazioni differite nella resina epossidica  

(s0 = 20.40 MPa) 
 
Come risultato della regressione si sono ottenuti i seguenti 

valori di ci,m (i = 1,…,4): 
 

 c1m = 346.997�10-6 MPa-1, c2m = 6.210�10-9 MPa-1 h-1, 
 c3m = 802.563�10-6 MPa-1, c4m = 88.441�10-9 MPa-1 h-1. 

 
Per quanto riguarda invece le fibre, si sono utilizzati i dati 

sperimentali (Fig. 5) relativi ad una prova di creep sulle fibre 
arammidiche di Tabella 1 sotto la tensione s0  = 1650.00 MPa. 
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Figura 5 – Deformazioni differite nelle fibre arammidiche 

(s0 = 1650.00 MPa) 
 
Come risultato della regressione si sono ottenuti, in 

quest’altro caso, i seguenti valori di ci,f (i = 1,…,4): 
 

 c1f = 8.132�10-6 MPa-1, c2f = 2.097�10-11 MPa-1 h-1, 
 c3f = 6.623�10-6 MPa-1, c4f = 8.599�10-9 MPa-1 h-1. 

 
 Una volta determinati i valori dei coefficienti ci,f, e ci,m       
(i = 1,…,4), le Equazioni 14 e 15 hanno consentito di predire 
il comportamento differito del composito laminato (Tabella 1) 
nel corso di una prova di creep sotto la tensione s0 = 700.00 
MPa. Nelle Figure 6, 7 e 8 sono riportati gli andamenti nel 
tempo della deformazione longitudinale, e, nonché, per 
completezza, quelli della tensione normale nella matrice, sm, e 
nelle fibre, s f.  

In Figura 6, sono anche riportati i punti sperimentali 
ricavati da Maksimov e Plume, in ottimo accordo con la curva 
teorica (coefficiente di determinazione: R2 = 0.76). 

 
Figura 6 – Deformazioni differite nella lamina di AFRP 

(s0 = 700.00 MPa) 

 
Figura 7 – Tensioni differite nella matrice 

 
Figura 8 – Tensioni differite nelle fibre 

 
L’analisi teorica è stata protratta fino a 50 anni, che 

rappresenta un tempo di osservazione di maggiore interesse 
per l’Ingegneria Civile.  

I risultati, in termini di deformazioni (Figura 9), di 
tensioni nella matrice (Figura 10) e nelle fibre (Figura 11), 
sono di seguito presentati. 

 
Figura 9 – Deformazioni differite nella lamina di AFRP  

 
Figura 10 – Tensioni differite nella matrice 

 
Figura 11 – Tensioni differite nelle fibre 
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Essi evidenziano una marcata variazione percentuale della 
deformazione assiale del composito tra l’istante iniziale e 
quello finale: 

 
 ( = 438000 h) ( = 0)

100  100= 152.27%.
( = 0) ( = 0)

t t
t t

e e e
e e

D -
× = ×  

 
Si riscontra anche una cospicua migrazione delle tensioni 

dalla matrice alle fibre (Figg. 10 e 11). 
 
 

4. ULTERIORI SIMULAZIONI NUMERICHE 
Nell’ambito della presente memoria, il modello meccanico 

proposto viene anche utilizzato per analizzare il 
comportamento a lungo termine di lamine di composito 
unidirezionale a base di fibre di carbonio e resina epossidica, 
sottoposte a prove di creep. 

I parametri viscoelastici della matrice (Tabella 2) sono 
stati desunti dalle sperimentazioni di J. Li e G.J. Weng [8], 
mentre per le fibre si è assunto un legame costituivo elastico 
lineare (Tabella 3).  

 
Tabella 2 – Proprietà reologiche della matrice  

E1,m 
[N/mm2] 

E2,m 
[N/mm2] 

h1,m 
 [N/mm2] 

h2,m 

 [N/mm2] 
3270 1800 8000000 300000 

 
Tabella 3 - Proprietà reologiche delle fibre 

E1,f 
[N/mm2] 

E2,f 
[N/mm2] 

h1,f 
 [N/mm2] 

h2,f  
[N/mm2] 

235000 1.0E+49 1.0E+50 1.0E+49 

 
L’indagine numerica, riferita ad un intervallo di tempo 

pari a 50 anni, viene condotta su lamine con percentuali 
volumetriche variabili tra il 50 e l’80%. La tensione di prova 
varia tra il 5 e il 30% di quella di rottura delle fibre, ffu = 3500 
MPa (Tabella 4). 
 
Tabella 4 – Casi esaminati 

Tipo di  
lamina 

Vf 
[%] 

Vm 
[%] 

s0 
[MPa] 
175 
350 
700 

I 0.8 0.2 

1050 
175 
350 
700 

II 0.7 0.3 

1050 
175 
350 
700 

III 0.6 0.4 

1050 
175 
350 
700 

IV 0.5 0.5 

1050 
 
Per ognuno dei casi esaminati sono valutate le 

deformazioni differite nel composito (Tabella 5) e le tensioni 
nelle due fasi costituenti (Tabella 6 e 7). 

 

Tabella 5 – Deformazioni differite nelle lamine di CFRP 

s0 e (0) e (50 anni) De (0)De e  Tipo di 
lamina [MPa]    [%] 

175 9.276×10-4 9.309×10-4 3.227×10-6 0.348 
350 1.855×10-3 1.862×10-3 6.450×10-6 0.348 
700 3.711×10-3 3.723×10-3 1.290×10-5 0.348 

I 

1050 5.566×10-3 5.585×10-3 1.937×10-5 0.348 
175 1.058×10-3 1.064×10-3 6.310×10-6 0.597 
350 2.115×10-3 2.128×10-3 1.261×10-5 0.596 
700 4.230×10-3 4.255×10-3 2.523×10-5 0.596 

II 

1050 6.345×10-3 6.383×10-3 3.784×10-5 0.596 
175 1.230×10-3 1.241×10-3 1.140×10-5 0.927 
350 2.459×10-3 2.482×10-3 2.282×10-5 0.928 
700 4.919×10-3 4.965×10-3 4.563×10-5 0.928 

III 

1050 7.378×10-3 7.447×10-3 6.845×10-5 0.928 
175 1.469×10-3 1.489×10-3 2.044 ×10-5 1.391 
350 2.938×10-3 2.979×10-3 4.088×10-5 1.391 
700 5.876×10-3 5.957×10-3 8.176×10-5 1.391 

IV 

1050 8.814×10-3 8.936×10-3 1.226×10-4 1.391 

 
Tabella 6 – Tensioni differite nella matrice 

s0 sm(0) sm(50 anni) Dsm m m(0)Ds s  Tipo di 
lamina [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [%] 

175  3.033 7.500×10-28  -3.033 -100 
350  6.066 1.500×10-27  -6.066 -100 
700  12.133 3.000×10-27  -12.133 -100 

I 

1050  18.200 4.500×10-27  -18.200 -100 
175  3.458 9.034×10-28  -3.458 -100 
350  6.916 1.807×10-27  -6.916 -100 
700  13.832 3.613×10-27  -13.832 -100 

II 

1050  20.748 5.420×10-27  -20.748 -100 
175  4.021 1.130×10-27  -4.021 -100 
350  8.042 2.260×10-27  -8.042 -100 
700  16.084 4.521×10-27  -16.084 -100 

III 

1050  24.127 6.781×10-27  -24.127 -100 
175  4.803 1.495×10-27  -4.803 -100 
350  9.606 2.990×10-27  -9.606 -100 
700  19.213 5.981×10-27  -19.213 -100 

IV 

1050  28.820 8.971×10-27  -28.820 -100 

 
Tabella 7 – Tensioni differite nelle fibre 

s0 s f(0) s f(50 anni) Dsf f f (0)Ds s  Tipo di 
lamina [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [%] 

175 217.992  218.750  0.758 0.348 
350 435.983  437.500  1.517 0.348 
700 871.967  875.000  3.033 0.348 

I 

1050 1307.95  1312.500  4.55 0.348 
175 248.518  250.000  1.482 0.596 
350 497.036  500.000  2.964 0.596 
700 994.072  1000.000  5.928 0.596 

II 

1050 1491.11  1500.000  8.89 0.596 
175 288.986  291.667  2.681 0.928 
350 577.972  583.333  5.361 0.928 
700 1155.94  1166.670  10.73 0.928 

III 

1050 1733.92  1750.000  16.08 0.927 
175 345.197  350.000  4.803 1.391 
350 690.393  700.000  9.607 1.392 
700 1380.79  1400.000  19.21 1.391 

IV 

1050 2071.18  2100.000  28.82 1.391 
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Si rileva che il fenomeno viscoso è più cospicuo in 
presenza di elevati stati tensionali e di contenute percentuali 
volumetriche di fibre. Le variazioni percentuali delle 
deformazioni a carico della lamina non eccedono tuttavia mai 
l’1.4%.  

A titolo esemplificativo, per la lamina di tipo IV, soggetta 
ad una tensione di creep pari a s0 = 1050 MPa, si riportano di 
seguito i diagrammi delle deformazioni differite (Fig. 12) e, 
per completezza, delle tensioni mobilitate nella matrice (Fig. 
13) e nelle fibre (Fig. 14). 

 
Figura 12– Deformazioni differite nella lamina di CFRP 

 (Vf=0.5, Vm= 0.5) 

 
Figura 13 – Tensioni differite nella matrice (Vf=0.5, Vm= 0.5) 

 
Figura 14 – Tensioni differite nelle fibre (Vf=0.5, Vm= 0.5) 

 
5. CONCLUSIONI 

In questo lavoro è stato presentato un modello meccanico 
in grado di predire, nell’ambito della viscoelasticità lineare, il 
comportamento viscoso di lamine di FRP a partire da quello 
delle singole fasi costituenti, matrice e fibre.  

Esso è applicabile a lamine di FRP a fibre lunghe 
unidirezionali, sollecitate nella direzione delle fibre. Tale 
configurazione è di precipuo interesse nel placcaggio 
strutturale. 

I comportamenti prevedibili con l’applicazione del 
modello proposto sono risultati in ottimo accordo con quelli 

sperimentali descritti in letteratura [9-12].  
Ulteriori simulazioni numeriche hanno consentito di 

ritrovare comportamenti differiti degli FRP congruenti con le 
attese sperimentali. 

Il modello si caratterizza, pertanto, come uno strumento 
efficiente per l’analisi del comportamento a lungo termine dei 
materiali compositi fibrorinforzati in situazioni di rilevante 
interesse tecnico. 
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SOMMARIO 
La memoria è dedicata alla ricerca della soluzione progettuale di minimo costo nell’arco della vita di servizio attesa di strutture in 
calcestruzzo armato esposte ad ambienti aggressivi. La formulazione proposta si basa su un nuovo approccio al progetto ottimale di 
sistemi strutturali soggetti a degrado. Il danneggiamento della struttura viene modellato mediante un’opportuna legge di degrado 
delle proprietà dei materiali, calcestruzzo e acciaio, e l’analisi strutturale viene svolta a differenti istanti temporali al fine di seguire 
l’evoluzione delle prestazioni del sistema nel corso della sua vita di servizio. I vincoli di progetto sono espressi mediante limiti sullo 
stato di sforzo e sullo stato di spostamento, entrambi variabili nel tempo. La funzione obiettivo viene definita tenendo conto sia del 
costo iniziale della struttura, sia dei costi degli interventi di manutenzione, opportunamente attualizzati e assunti proporzionali 
all’effettivo livello di degrado. L’ottimizzazione nel tempo di un telaio in calcestruzzo armato soggetto a condizioni di carico multiple 
dimostra l’efficacia della formulazione proposta. I risultati ottenuti mostrano in particolare come sia le dimensioni delle sezioni, sia i 
quantitativi e la distribuzione delle armature che caratterizzano la soluzione ottimale dipendano fortemente dallo scenario di degrado. 
 
SUMMARY 
The minimum lifetime cost design of reinforced concrete structures exposed to aggressive environments is presented. The proposed 
formulation is based on a novel conceptual approach to optimal design of deteriorating structural systems. The structural damage is 
modeled by introducing a proper degradation law for both materials, concrete and steel, and the structural analysis is carried out at 
different time instants in order to assess the time evolution of the system performance. The design constraints are related to the time-
variant stress and displacement state. The objective function is formulated by accounting for both the initial cost of the structure, 
given by the sum of the costs of the component materials, and the costs of possible maintenance interventions, that are properly 
discounted over time and assumed to be proportional to the actual level of structural damage. The effectiveness of the proposed 
formulation is shown through the lifetime structural optimization of a reinforced concrete frame under multiple loading conditions. 
The obtained results show that the optimal dimensions of the cross-sections, as well as the optimal amount and distribution of 
reinforcement, strongly depend on the prescribed damage scenario.  
 
 
1. INTRODUZIONE 
 
Nell’approccio classico all’ottimizzazione strutturale non si 
tiene conto dell’evoluzione temporale delle prestazioni indotte 
dal progressivo degrado delle proprietà del sistema, ma si 
concentra l’attenzione solo sulla configurazione iniziale, in cui 
la struttura risulta ancora integra. Questo modo di procedere 
non è però coerente con la reale natura del problema 
progettuale, che dovrebbe invece orientarsi verso strutture che 
risultino in grado di soddisfare le prestazioni richieste non solo 
all’atto della loro realizzazione, ma anche durante l’intera vita 
di servizio attesa, prendendo in considerazione il degrado 
indotto dalle inevitabili fonti di danneggiamento. Inoltre, nella 
selezione della soluzione ottimale si dovrebbe considerare 
anche il costo del degrado, ovvero degli eventuali interventi di 
manutenzione, la cui entità risulta a sua volta strettamente 
legata alle scelte operate in sede di progetto. 

Per superare le incoerenze della impostazione classica è 
stata di recente proposta una nuova formulazione del problema 
progettuale orientata all’ottimizzazione di strutture con 
prestazioni variabili nel tempo, sia con approccio matematico 
[1], sia con approccio evolutivo [4]. La formulazione proposta, 
inizialmente sviluppata per strutture composte da aste di 
materiale omogeneo, viene presentata nel seguito per il caso di 
strutture in calcestruzzo armato esposte ad ambienti aggressivi 
[2]. Si focalizza in particolare l’attenzione sui meccanismi di 
danno associati all’azione diffusiva di agenti esterni 
aggressivi, come solfati e cloruri, che possono causare 
degrado del calcestruzzo e corrosione delle armature [6]. Il 
danno indotto da questi agenti viene modellato mediante 
un’opportuna legge di degrado delle proprietà dei materiali, 
calcestruzzo e acciaio, e l’analisi strutturale viene svolta a 
differenti istanti temporali per seguire l’evoluzione delle 
prestazioni del sistema nel corso della sua intera vita di 
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servizio. I vincoli di progetto sono espressi mediante limiti 
sullo stato di sforzo e sullo stato di spostamento, entrambi 
variabili nel tempo. La funzione obiettivo viene definita 
tenendo conto sia del costo iniziale della struttura, sia dei costi 
degli interventi di manutenzione, opportunamente attualizzati 
e assunti proporzionali all’effettivo livello di degrado. 

L’ottimizzazione nel tempo di un telaio in calcestruzzo 
armato soggetto a condizioni di carico multiple prova infine 
l’efficacia della formulazione proposta. I risultati ottenuti 
mostrano in particolare come sia le dimensioni delle sezioni, 
sia i quantitativi e la distribuzione delle armature che 
caratterizzano la soluzione ottimale dipendano fortemente dallo 
scenario di degrado. La variabilità delle prestazioni nel tempo 
e l’attuazione di un piano di manutenzione possono quindi 
intervenire in modo determinante nel definire la soluzione di 
minimo costo, che in generale non coincide più con quella di 
minimo volume, come risulterebbe trascurando il degrado. 

 
2. MODELLAZIONE DEL DANNEGGIAMENTO 
 
Il danneggiamento strutturale viene considerato come un 
degrado delle proprietà meccaniche che rende la struttura 
meno idonea a sostenere i carichi applicati. Con riferimento al 
caso di strutture intelaiate in calcestruzzo armato, si assume 
che il degrado interessi l’area A=A(t), il modulo elastico 
E=E(t) e la resistenza )(tss =  di calcestruzzo e acciaio: 

 0, )](1[)( cAcc AttA d-=  0, )](1[)( sAss AttA d-=  (1) 

 0, )](1[)( cEcc EttE d-=  0, )](1[)( sEss EttE d-=  (2) 

 0, )](1[)( ccc tt sds s-=  0, )](1[)( sss tt sds s-=  (3) 

dove ,,, sddd EA  sono indici di danno adimensionali che 

forniscono una misura diretta del livello di degrado 
nell’intervallo [0; 1]. Opportune leggi di correlazione possono 
essere introdotte fra l’area e le altre caratteristiche sezionali, 
come ad esempio il momento di inerzia.  

L’evoluzione temporale degli indici di danno d=d(t) 
dipende dalla fisica del processo di degrado, che in genere 
risulta influenzata dallo stato tensionale s=s (t) (Figura 1.a). 
Pertanto, una valutazione affidabile del decadimento delle 
prestazioni strutturali nel tempo richiede la formulazione di 
modelli di danno che siano in grado di descrivere l’effettiva 
evoluzione del degrado e la sua interazione con il 
comportamento strutturale [3]. Nonostante la complessità delle 
leggi che governano i fenomeni di degrado, per operare una 
efficace classificazione gerarchica delle possibili alternative 

progettuali risulta in genere sufficiente il ricorso a modelli di 
danneggiamento semplificati [4]. 

Pertanto, ancora per semplicità e senza restrizione di 
generalità, si assume che tutte le proprietà dei materiali 
subiscano lo stesso processo di degrado, ovvero 

dddd s º== EA . Inoltre, l’indice di danno d =d(t) viene 

correlato al comportamento meccanico mediante il seguente 
legame tra velocità di degrado e sforzo s  =s(t) (Figura 1.b): 
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dove -

0s  e +
0s  sono rispettivamente la minima e la massima 

tensione ammissibile al tempo iniziale t = t0, a ³  0 è un 
opportuno coefficiente e Td rappresenta il periodo di tempo 
necessario a raggiungere lo stato di completo degrado per uno 
sforzo costante 0)( ss =t  (Figura 1.c). Come condizione iniziale 

di innesco si assume infine d(tcr)=0 con tcr = max{  t | s(t)£scr } , 
essendo scr £ 0s  una soglia critica di sforzo. 

L’indice d descrive compiutamente l’evoluzione del 
degrado in ogni punto della struttura. La sua natura locale lo 
rende però di difficile impiego ai fini progettuali. Una più 
sintetica misura globale di degrado può essere ottenuta a 
differenti livelli di scala operando una media pesata 
dell’indice d su una predefinita porzione di struttura [5]. Per 
un sistema composto da p elementi è così possibile definire un 

indice di danno globale )(ˆˆ tdd =  come segue: 
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in cui wi sono opportuni pesi e le integrazioni sono svolte sul 
volume composito Vi=Vc,i+Vs,i di ogni elemento i, con Vc e Vs 
volumi rispettivamente di calcestruzzo e acciaio. Possibili 
scelte per i pesi sono ad esempio wi=1 o wi=Vi. 
 
3. CRITERI DI OTTIMALITÀ 
 
3.1.  Costo Strutturale 
Sono molti gli indicatori delle prestazioni strutturali che 
possono essere scelti come obiettivi da minimizzare o 
massimizzare per una progettazione ottimale. Nell’approccio 
proposto in questo lavoro si assume come funzione obiettivo il 
costo totale C della struttura durante la sua vita di servizio TS.  
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Figura 1. Modellazione del degrado strutturale: (a) evoluzione temporale dell’indice di danno d=d(t); (b) legame tra velocità di degrado e livello 
tensionale s=s (t); (c) significato del parametro di degrado Td . 
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Tale costo viene valutato come somma del costo iniziale C0 e 
del costo di manutenzione Cm: 

 mCCC += 0  (6) 

Per il costo iniziale C0 si assume: 

 
*
0,0,0,0,0,0 )( ccsccsscc VccVVcVcVcC =+=+=  (7) 

dove V0,c e V0,s sono i volumi totali dei materiali, calcestruzzo 
e acciaio, cc e cs sono i corrispondenti costi unitari, c = cs/cc è 
il rapporto dei costi e *

0,cV  è il volume totale equivalente di 

calcestruzzo. Il costo di manutenzione Cm si ottiene invece 
come somma dei costi dei singoli interventi: 

 

=
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=

r

k
tkt

k
m

m v

C
C

1
)0()1(
 (8) 

in cui il costo k
mC  di ciascun intervento k=1,…,r viene riferito 

al tempo iniziale t0 mediante un opportuno tasso di sconto n  [7]. 
 
3.2.  Scenario di Manutenzione 
La definizione di costo introdotta viene ora specializzata con 
riferimento ad un assegnato scenario di manutenzione. Si 
assume di operare un intervento di manutenzione tale da 
ripristinare integralmente le caratteristiche iniziali del sistema 
dopo ogni periodo di progetto TD, ovvero ad ogni istante 
tk = (t0 + kTD). Il numero di interventi effettuati durante la vita 
di servizio TS è quindi r = [int(TS /TD)- 1]. Inoltre, è ragionevole 
assumere un degrado senza memoria, in modo tale che 
l’evoluzione temporale delle prestazioni della struttura riparata 
non dipenda dalla precedente storia di manutenzione. In tale 
ipotesi tutti gli interventi k hanno il medesimo costo 1

m
k
m CC =  

e il costo totale di manutenzione risulta: 

 qCCC m

r

k
DkTmm

1

1

1

)1(
1

=
+

= 

= n

 (9) 

con il fattore q=q(TS,TD,�n)£ r che dipende solo dai parametri 
preassegnati TS, TD e n. 

Dal momento che ciascun intervento è finalizzato a 
ripristinare le prestazioni strutturali iniziali, il costo 1

mC  del 

singolo intervento può considerarsi correlato al costo iniziale 
C0 in proporzione al livello di danneggiamento cumulato nel 
periodo di progetto TD. Essendo il degrado un fenomeno non 
reversibile nel tempo, una misura complessiva di tale 
danneggiamento può ottenersi dall’indice di danno globale 

)(ˆˆ tdd =  valutato alla fine del periodo di progetto TD, ovvero: 

 )(ˆ)(ˆ
~

Dkk Ttt +== ddd ,    k=1,…,r (10) 

Ciò premesso, se si esprime il costo del singolo intervento con  
la seguente relazione lineare: 

 d
~

0
1 CCm =  (11) 

il costo totale C risulta quindi: 

 )
~

1(0 qCC d+=  (12) 

In questa formulazione è possibile tenere conto agevolmente 
anche di altri costi aggiuntivi. Si noti tuttavia che la quantità C 

ha lo scopo di costituire un criterio coerente di confronto tra 
differenti alternative progettuali e non deve necessariamente 
essere interpretata come costo economico in senso stretto. 
 
3.3.  Ruolo del Costo di Manutenzione 
Al fine di evidenziare il ruolo svolto da un predefinito 
programma di manutenzione nella progettazione ottimale di 
una struttura soggetta a degrado, si studiano nel seguito costi e 
prestazioni dell’asta tesa a sezione circolare mostrata in Figura 
2. Con riferimento al modello di costo introdotto ed indicando 
con d0 il diametro della sezione non danneggiata, il costo 
totale dell’asta durante la sua vita di servizio TS  risulta: 
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00 q
Ld

cqLcAqCC d
p

dd +=+=+=  (13) 

con )(
~~

0ddd = . Il diametro d0 deve essere scelto in modo tale 

che la tensione agente s=s(t) non superi lo sforzo ammissibile 
)(tss =  durante il periodo di progetto TD, ovvero: 

 )()( tt ss £            ];[ 00 DTttt +Î"  (14) 

dove: 
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 )](1[)( 0 tt dss -=  (16) 

e con d(t)=d(d0,t). Nel caso in cui non si consideri il 

danneggiamento ( 0
~

==dd ), la soluzione di minimo costo 
*
0d  corrisponde alla soluzione di minimo volume, ovvero al 

minimo valore del diametro d0 che soddisfa la precedente 
limitazione tensionale: 
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con: 
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cdCdCC ===  (18) 

Se invece si tiene conto del danneggiamento, la soluzione di 
minimo costo *

0d  non risulta più associata in generale al 

diametro minimo d0,min. Infatti, la necessità di conseguire un 
equilibrio fra la limitazione del costo di manutenzione e lo 
sviluppo del danneggiamento totale può portare a valori 
ottimali *

0d  più elevati. 

Questi aspetti sono chiariti in Figura 2, dove si mostrano 
costi e prestazioni dell’asta al variare del diametro d0 per 
diversi valori del parametro di degrado q =TS /Td con riferimento 
al caso seguente: F =70 kN, TS =100 anni, TD =10 anni, 

0s =100 MPa, scr =0, a=1 e n =0 (q=r). I diagrammi di Figura 

2 si riferiscono in particolare alle seguenti quantità: 

 c0
*= C0/C

* cm
*= Cm/C* (19) 

 c*=c0
*+cm

* (20) 
 r  = )(/)( DD TT ss  (21) 

dove C* indica il costo totale in assenza di degrado (q=0).  
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Figura 2. Costi e prestazioni di un’asta tesa al variare del diametro della sezione e per diversi livelli di degrado.  

 
 
Si osserva quanto segue: 
– Il minimo diametro ammissibile in assenza di degrado è 

d0,min=29.9 mm. Il suo valore aumenta con q. 
– Al crescere di d0 il costo iniziale c0

* aumenta e il costo di 
manutenzione cm

* diminuisce. Per un assegnato valore di 
d0, il costo di manutenzione cm

* aumenta con q. 
– Il costo totale c* presenta un minimo per *0d ³ d0,min e il 

diametro ottimale *
0d  aumenta con q.  

– Il rapporto tensionale r  diminuisce con d0 e aumenta con q. 
Alla fine del periodo di progetto TD il materiale della soluzione 
ottimale *

0d  può non essere pienamente sfruttato (r *£1). 

– L’indice di danno cumulato d
~

 diminuisce con d0 e 
aumenta con q. Per la soluzione ottimale questa quantità 
tende a saturare per valori elevati di q. 

Risultati analoghi si ottengono al variare di TD. Pertanto, per 
strutture omogenee soggette a degrado la soluzione ottimale 
può dipendere fortemente dall’evoluzione delle prestazioni nel 
corso della vita di servizio. E tale dipendenza non riguarda 
solo il proporzionamento delle singole membrature, come nel 
caso appena esaminato, ma anche la definizione della morfologia 
ottimale del sistema strutturale, come ad esempio mostrato in 
[1] e [4]. Gli sviluppi presentati nel seguito mostrano che questi 
risultati si estendono anche al caso di strutture non omogenee. 

4. OTTIMIZZAZIONE NEL TEMPO DI STRUTTURE 
IN CALCESTRUZZO ARMATO 

 
4.1. Formulazione del Problema 
Lo scopo di una ottimizzazione mono-obiettivo nel tempo è 
determinare un vettore di variabili di progetto nÂÎx  che 
minimizzi il valore di una funzione obiettivo f(x) nel rispetto 
di limiti diretti inferiori -x e superiori +x  e di limiti indiretti 

0xg £),( t  sulle prestazioni nel tempo: 

 )(  min x
x

f
DÎ

 (22) 

 { }  ),(  ,      0xgxxxx £££= +- tD  (23) 

Con riferimento ai concetti introdotti, la funzione 
obiettivo f(x) da minimizzare può essere correlata al costo 
strutturale totale C della struttura composita come segue: 

 ])(
~

1)[()()( *
0, qVcCf cc xxxx d+=º  (24) 

I vincoli prestazionali 0xg £),( t  devono tenere conto 
della risposta della struttura ad ogni istante tÎ [t0; t0+TD]. 
Focalizzando l’attenzione sulla verifica delle prestazioni per 
gli stati limite di esercizio (SLE), tali vincoli possono essere 



- 19 - 

espressi per ogni condizione di carico �  con riferimento sia agli 
sforzi nelle fibre più sollecitate di calcestruzzo )(,,,, ticic �� ss =  

e nelle barre di acciaio )(,,,, tisis �� ss =  di ogni elemento i, sia 

agli spostamenti )(,, tuu jj �� =  di ogni nodo j, come segue: 

 ��

�
�
	

££

££
+-

+-

),(),(),(

),(),(),(

,,,,,,

,,,,,,

ttt

ttt

isisis

icicic

xxx

xxx

���

���

sss
sss

 (25) 

 
+- ££ ��� ,,, ),( jjj utuu x  (26) 

dove )(,, tii
-- = �� ss  e )(,, tii

++ = �� ss  indicano rispettivamente la 
minima e la massima tensione ammissibile dei materiali e -

�,ju  
e +

�,ju  sono preassegnati valori limite di spostamento. 
Anche se non considerati nell’applicazione che segue, è 

possibile tenere conto agevolmente anche altri vincoli di 
progetto, ad esempio associati alla verifica delle prestazioni 
per gli stati limite ultimi (SLU) e/o finalizzati alla limitazione 
dello stato di degrado locale e globale. 
 
4.2. Ottimizzazione nel Tempo di un Telaio in C.A. 
La formulazione proposta viene applicata all’ottimizzazione 
nel tempo del telaio in calcestruzzo armato mostrato in Figura 
3.a. Pilastri e trave hanno sezione di forma rettangolare. 

Con riferimento alle Figure 3.a e 3.b, il problema di 
ottimizzazione è definito da n=9 variabili di progetto: 

 x = [ b   h1   h2   |  A1   A2   A2¢   A3   A3¢  |  d ]T (27) 

con i seguenti limiti diretti: 

 b ³  300 mm 1£ hi/b £2 , i=1,2 (28) 
 Ai ³  2Æ12 Ai¢ ³  2Æ12 , i=1,2,3 (29) 
 0.10£ d/L £0.50 (30) 

Si considerano le 3 condizioni di carico mostrate in 
Figura 3.c. Facendo riferimento agli stati limite di esercizio, i 
valori di sollecitazioni e spostamenti sono valutati nel tempo 
assumendo un modello di analisi elastico lineare. Gli sforzi nei 
materiali si ricavano poi a livello sezionale in regime elastico 
fessurato trascurando la resistenza a trazione del calcestruzzo 
( 0=+

cs ) con i moduli Ec=30 GPa e Es=15Ec. L’indice di danno 

cumulato d
~

 viene valutato con media aritmetica (wi=1).  
Si assumono gli stessi vincoli di progetto per tutte le 

condizioni di carico. Gli sforzi nei materiali vengono verificati 
con riferimento ai seguenti limiti ammissibili iniziali per 
calcestruzzo e acciaio: 

 
MPa 150, =- -

cs  (31) 

 
MPa 1800,0, =-= -+

ss ss  (32) 

Si considerano inoltre per l’intera vita di servizio i seguenti 
limiti sugli spostamenti ux e uy indicati in Figura 3.a: 

 
mm 20£xu  mm 10£yu  (33) 

Le prestazioni strutturali nel tempo sono definite dai 
seguenti parametri: vita di servizio TS =100 anni; periodo di 
progetto TD =10 anni; rapporto di costo c =20; tasso di sconto 
v=3%; velocità di degrado q =TS /Td =10, con scr=0 e a=1. Al 
fine di studiare l’influenza della distribuzione del degrado, si 
considerano inoltre i 6 scenari di danno elencati in Tabella 1. 
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Figura 3. Telaio in calcestruzzo armato: (a) dimensioni e schema strutturale; (b) sezioni di pilastri e trave; (c) condizioni di carico. 

 �   �   �  
 g = 5 kN/m  g = 5 kN/m g = 5 kN/m 
 q = 10 kN/m  F = 25 kN q = 10 kN/m 
   F = 25 kN 

(a) 
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Scenario di danno A B C D E F 
Pilastro di sinistra - Degrado - Degrado Degrado - 

Trave - Degrado Degrado - Degrado Degrado 
Pilastro di destra - Degrado - Degrado - Degrado 

Tabella 1. Scenari di danno (q =TS /Td =10, TS =100 anni). 
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Figura 4. Soluzioni ottimali associate agli scenari di danno in Tabella 1 (q =TS /Td =10, TS =100 anni, TD =10 anni, c=20, v=3%). 
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Il problema di ottimizzazione è non lineare e viene risolto 
mediante un algoritmo basato sul metodo del gradiente [8]. Il 
confronto delle soluzioni ottimali mostrate in Figura 4 prova 
che le dimensioni delle sezioni, come anche i quantitativi e la 
distribuzione delle armature, dipendono fortemente dallo 
scenario di degrado. Si nota in particolare come il 
sovradimensionamento richiesto dal danneggiamento non 
interessi solo gli elementi direttamente esposti al degrado. 
Infatti, a causa dell’iperstaticità del sistema, il danno innesca 
un processo di ridistribuzione nel tempo nel quale le 
sollecitazioni tendono progressivamente a migrare verso gli 
elementi meno degradati, che risultano quindi più impegnati 
rispetto alla situazione integra. 
 
5. CONCLUSIONI 
 
In questo lavoro è stato presentato un nuovo approccio al 
progetto ottimale di strutture in calcestruzzo armato esposte ad 
ambienti aggressivi. Tale approccio consente di superare le 
incoerenze implicite nella formulazione classica del problema 
progettuale, che non tiene conto della variazione nel tempo 
delle prestazioni strutturali indotta dal progressivo degrado 
delle proprietà del sistema. Con l’ausilio di adeguate leggi di 
danneggiamento, opportunamente differenziate per calcestruzzo 
ed acciaio, nella formulazione proposta i vincoli progettuali 
associati alle prestazioni strutturali sono infatti considerati 
variabili nel tempo durante l’intera vita di servizio. Inoltre, la 
funzione obiettivo da minimizzare risulta associata al costo 
totale della struttura, somma del costo iniziale dei materiali, 
calcestruzzo e acciaio, e del costo degli eventuali interventi di 
manutenzione, quest’ultimo opportunamente attualizzato e 
assunto proporzionale all’effettivo livello di danno. 

I risultati ottenuti in ambito applicativo hanno mostrato 
che per le strutture in calcestruzzo armato, le dimensioni delle 
sezioni, come anche i quantitativi e la distribuzione delle 
armature, dipendono fortemente dallo scenario di danno, con 
sovradimensionamenti che non interessano in generale solo gli 
elementi direttamente esposti al degrado. Il danno tende infatti 
a favorire l’innesco di processi di ridistribuzione nel tempo nei 
quali le sollecitazioni migrano progressivamente verso gli 
elementi meno degradati, che risultano quindi più impegnati 
rispetto alla situazione integra. Ciò conferma come la 
variabilità delle prestazioni strutturali nel tempo e l’attuazione 
di un assegnato piano di manutenzione possano intervenire in 
modo determinante nel definire il progetto ottimale di minimo 
costo, che in generale non coincide più con quello di minimo 
volume, come risulterebbe trascurando il degrado. 
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SOMMARIO 
L’utilizzo del calcestruzzo autocompattante (SCC) è in rapida crescita con applicazioni a strutture sia di media che di grande 
importanza (quali gallerie, ponti, edifici alti, serbatoi e coperture a guscio), allorchè il costo della manodopera sia elevato e sia 
richiesta un’elevata qualità superficiale, in quanto la necessità di usare casseforme più  rigide e a perfetta tenuta, quindi più costose, è 
controbilanciata dall’assenza delle operazioni di vibratura, che invece sono richieste per la compattazione del calcestruzzo ordinario. 
A causa delle condizioni ambientali sfavorevoli spesso ricorrenti nelle strutture anzidette, è necessario acquisire informazioni 
adeguate sul comportamento degli SCC all’alta temperatura. In questo lavoro, 4 SCC sono stati studiati (fc = 50-125 MPa), per fare 
luce sulla loro resistenza a compressione e a trazione, e sull’energia di frattura dopo l’esposizione all’alta temperatura. I risultati 
mostrano come – nonostante la microstruttura più addensata – l’SCC abbia un comportamento molto soddisfacente e solo di poco più 
sensibile alla temperatura di quello del calcestruzzo “vibrato”. 
 
SUMMARY 
Self-Compacting Concrete (SCC) is increasingly used in a variety of more or less demanding structures (tunnels, bridges, high-rise 
buildings, tanks and shells), whenever the labor cost is high and the surfaces are required to be of high quality, since placing stiffer, 
stronger and water-proof (i.e. costlier) shutters – as required by the higher pressure exerted by SCC during casting – is often cheaper 
(and safer) than using vibrators, as required by ordinary concrete. Because of the severe environmental conditions often met by many 
of the above-mentioned structures, more information is necessary on SCC’s performance with reference to high temperature. In this 
paper, 4 SCCs (with fc = 50-125 MPa) are investigated in order to shed light on their tensile and compressive strength, and fracture 
energy, after being exposed to high temperature. The results show that – in spite of their denser microstructure - SCCs behave pretty 
well and are only marginally more sensitive to high temperature than  “vibrated” concretes. 
 
1. INTRODUZIONE E NATURA DEL PROBLEMA 
 
Tra i più grandi successi nella ricerca sul calcestruzzo va 
sicuramente annoverata l’introduzione del calcestruzzo 
autocompattante – SCC, in quanto non è richiesta energia 
aggiuntiva per compattare il materiale durante il getto, per 
garantire un omogeneo avvolgimento delle barre d’armatura e 
per riempire i casseri sino agli angoli più remoti. La sua 
straordinaria lavorabilità rende l’SCC adatto per qualsiasi 
elemento strutturale che richieda un’elevata durabilità 
(omogeneità, impermeabilità, resistenza all’aggressione di 
agenti chimici…), tipica di strutture esposte a condizioni 
ambientali molto sfavorevoli (come – per esempio – le 
strutture a contatto con il suolo o l’acqua, oppure poste in 
ambiente industriale, come serbatoi, rivestimenti di gallerie, 

vasche per il contenimento di liquidi inquinanti, ponti, 
pavimentazioni industriali e stradali). 

Se molte proprietà relative alla durabilità degli SCC sono 
state studiate negli ultimi 10 anni (si vedano le referenze in 
Persson, 2004 [10]), la resistenza al fuoco è stata oggetto di 
scarsa attenzione e limitatamente al fenomeno dello spacco 
superficiale esplosivo (spalling, Jansson and Boström, 2005 
[8]). L’articolo di Persson (2004) [10] rappresenta tuttora il 
riferimento più autorevole in tema di resistenza al fuoco, e le 
conclusioni ivi contenute vengono pertanto riassunte 
brevemente di seguito. 

Persson ha preso in esame il comportamento a caldo e 
residuale di 12 SCC e 4 VC (calcestruzzi vibrati), con 
resistenze a compressione variabili da 40 a 88 MPa. Quattro 
SCC e un VC contenevano cemento Portland (c = 411-518 
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kg/m3; w/c = 0.40;  fc = 75-88 MPa), mentre otto SCC e tre 
VC contenevano cemento al calcare (c = 268-447 kg/m3; w/c 
= 0.40-0.70; fc = 40-80 MPa). Due SCC contenevano anche 
polvere di vetro, mentre gli altri dieci contenevano un 
riempitivo (filler ) calcareo. Il cemento è stato in tutti i casi 
42.5 R. 

Le temperature di riferimento sono state 20, 200, 400, 600 
e 800°C, con velocità di riscaldamento e di raffreddamento 
rispettivamente di 4 e 1°C/min, e con permanenza dei provini 
alla temperatura di riferimento per ½ h, prima della prova a 
compressione (prove “a caldo”) o del raffreddamento (prove 
residuali). Le prove residuali sono state effettuate una 
settimana dopo il raffreddamento. 

In Fig. 1 sono diagrammate in forma adimensionale le 
caratteristiche residuali medie, in funzione della temperatura, 
per i 10 calcestruzzi autocompattanti calcarei esaminati da 
Persson. A scopo di confronto, si riportano anche i 
decadimenti suggeriti da EC-2 per calcestruzzi ad aggregato 
calcareo e siliceo. Le conclusioni di Persson sono che gli SCC 
tendono ad avere un comportamento simile ai calcestruzzi 
vibrati ordinari (NSC) e ad alte prestazioni (HPC), 
diffusamente studiati anche recentemente (Chan et al., 1996; 
Felicetti e Gambarova, 1998; Hoff et al., 2000; Phan e Carino, 
2002 [2,3,7,11]). 

Per fare ulteriore chiarezza sul comportamento degli SCC 
all’alta temperatura, è stato recentemente varato un progetto di 
ricerca al Politecnico di Milano. Quattro SCC (No.1, 2, 3 e 4, 
Tabella 1) sono tuttora in fase di sperimentazione, con 
riguardo alle seguenti caratteristiche: resistenza a 
compressione “a caldo” e residuale, modulo elastico “a caldo” 
e residuale, resistenza a trazione residuale (misurata con prove 
di flessione a 4 punti e con prove di spacco – qui non citate), 
ed energia di frattura residuale (misurata con prove di 
flessione a 4 punti), diffusività termica e densità. La resistenza 
media a compressione a 28 giorni era prevista in 45, 75, 100 e 
120 MPa, mentre la resistenza effettiva all’atto delle prove è 
risultata di 51, 82, 90 e 125 MPa, si veda anche Bamonte et 
al., 2006 [1]. 

Nel seguito, per semplicità, ci si riferirà ai 4 calcestruzzi 
con le abbreviazioni NSC (Normal-Strength Concrete), HPC 

(High-Performance Concrete), HSC (High-Strength Concrete) 
e VHSC (Very High-Strength Concrete). 
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Figura 1 - Caratteristiche residuali medie dei 10 calcestruzzi al 
calcare esaminati da Persson (2004) [10] e decadimento della 
resistenza “a caldo” proposto nell’EC-2; ec1

T è la deformazione al 
picco. Come in molti calcestruzzi, la resistenza residuale è inferiore a 
quella “a caldo”, a causa dell’ulteriore danneggiamento che si 
verifica in fase di raffreddamento. 
 
 
2. COMPOSIZIONE E MODALITÀ DI PROVA 
 
La composizione dei 4 calcestruzzi è riportata in Tabella 1. Il 
legante è costituito da cemento al calcare nel Calcestruzzo 
No. 1 e da cemento Portland nei Calcestruzzi No. 2, 3 e 4. Il 
Calcestruzzo No. 4 è un “microcalcestruzzo”, molto vicino al 
limite inferiore di resistenza dei cosiddetti calcestruzzi “very 
high-strength” (VHSC) o “ultra high-performance” (UHPC). 
Questo microcalcestruzzo contiene aggregati quarzosi a grana 

 
Tabella 1 – Composizione dei 4 SCC studiati in questo progetto di ricerca (n = ghiaia tonda di fiume; q = aggregato quarzoso). Età 
del calcestruzzo all’inizio delle prove: 180, 90, 50 e 150 giorni; (*) incluso 3% di TiO2 (cemento catalitico). 
 

Calcestruzzo: numero e tipo 1 - NSC 2 - HPC 3 - HSC 4 - VHSC 

Tipo di cemento II/A-LL 42.5 I 52.5 I 52.5 I 52.5 

Contenuto di cemento (c) [kg/m3] 350 480 520 635 (*) 

Riempitivo calcareo [kg/m3] 130 100 100 - 

Superfluid. acrilico/cemento 1.2% 2.0% 2.0% 0.58% 

Acqua [kg/m3] (w/c) 175 (0.50) 168 (0.35) 172 (0.33) 197 (0.31) 

Aggregato/da [mm]/massa [kg/m3] n/16/1700 n/16/1600 n/16/1600 q/4.5/1480 

Fibre PP [kg/m3] (% in massa) - - - 6.3 (0.27%) 

Densità [kg/m3] 2359 2358 2402 2322 

fc [MPa] 51 82 90 125 
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molto fine (da = 4.5 mm) e fibre polipropileniche ibride 
(lunghe e corte, vf = 0.5% + 0.1% = 0.6% in volume). 

Le prove di compressione (per misurare i diagrammi s c-ec, 
Ec e fc) sono state eseguite su cilindri (Æ = 100 mm per i 
Calcestruzzi No. 1, 2, 3, e Æ = 36 mm per il Calcestruzzo 
No.4; Æ/h ³  ½ per tutti i provini). Oltre alla temperatura 
ambiente (T = 20°C) sono state prese in esame altre 3 o 5 
temperature “di riferimento” (T = 200, 400 e 600°C per i 
Calcestruzzi No. 1, 2 e 3; T = 150, 300, 450, 600 e 750°C per 
il Calcestruzzo No. 4). Il numero più elevato di temperature 
prese in esame nel caso del Calcestruzzo No. 4 è stato 
giustificato dalle proprietà decisamente migliori di questo 
materiale, che hanno reso necessaria un’indagine più accurata. 
Riguardo agli altri calcestruzzi, la temperatura di 600°C è stata 
considerata adeguata, in quanto oltre tale temperatura sia la 
resistenza a compressione sia il modulo elastico mostrano un 
rapido decadimento e oltre i 700°C si attiva il fenomeno della 
calcinazione. 

Le prove sui Calcestruzzi No. 1, 2 e 3 sono state condotte 
in controllo di spostamento, mentre quelle sul Calcestruzzo 
No. 4 in controllo di carico. Sia il riscaldamento sia il 
raffreddamento sono stati effettuati in un forno elettrico (Tmax 
= 1000°C; dimensioni della camera 300 ´  500 ́  600 mm) e 
sono avvenuti molto lentamente (� T/� t = ± 1°C/min) per 
evitare l’insorgere di dannose autotensioni dovute ai gradienti 
termici. 

Le prove in flessione (su 4 punti) hanno consentito la 
misurazione di fct,fl (resistenza a trazione indiretta per 
flessione) e Gf (energia di frattura) in condizioni residuali. In 
tutti i casi, sono stati utilizzati provini prismatici intagliati in 
mezzeria (dimensioni: a ´  b ´  L = 150 ́  150 ́  600 mm nei 
Calcestruzzi No. 1, 2 e 3; dimensioni: 80 ´  80 ́  320 mm nel 
Calcestruzzo No. 4). 

La diffusività termica è stata valutata a partire dalle 
temperature misurate vicino alla superficie e sull’asse di 4 
provini cilindrici strumentati con due termocoppie ciascuno 
(Khoury, 1984 [9]). 
 
3. RESISTENZA A TRAZIONE ED ENERGIA DI 

FRATTURA 
 
Come è ben noto, la resistenza a trazione del calcestruzzo può 
essere misurata mediante (a) prove dirette (con tutte le 
problematiche riguardanti l’afferraggio del provino alle 
estremità e le eccentricità accidentali di carico), (b) prove di 

spacco (con il ruolo quantomeno dubbio giocato dall’attrito tra 
il provino e i piatti della pressa), e (c) prove di flessione (con 
gli effetti della ridistribuzione degli sforzi nella sezione di 
mezzeria, Fig. 3a), si veda al riguardo Felicetti e Gambarova 
(1999) [4]. Nel caso in esame si è adottata la terza tecnica, per 
evitare i problemi legati all’attrito o all’afferraggio dei provini. 
Tutte le prove sono state condotte in controllo di apertura di 
fessura (CMOD, Fig. 3b) su provini intagliati nella sezione di 
mezzeria (profondità dell’intaglio/altezza della sezione = 
0.30). I risultati sono mostrati in Fig. 2, dove nel caso del 
VHSC è stata introdotta una opportuna riduzione per tenere 
conto delle dimensioni minori dei provini. Si noti come la 
pressochè totale coincidenza della resistenza a trazione 
indiretta per flessione a 20°C con la resistenza diretta prevista 
da MC 90 lasci intendere una bassa tenacità per i 4 materiali in 
questione, risultando nulli – o comunque molto limitati – gli 
effetti positivi della redistribuzione tensionale propria della 
prova a flessione. 
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Figura 2 - Diagrammi della resistenza a trazione indiretta residuale 
fct,fl (flessione su 4 punti). 
 

Riguardo all’energia di frattura, essa dipende dallo stato 
corrente della microstruttura, che durante l’esposizione all’alta 
temperatura viene danneggiata dalle transizioni di fase, dalle 
reazioni chimiche e dalle mutazioni cristalline. Pertanto, l’energia 
di frattura è essenzialmente correlata alla massima temperatura 
raggiunta dal materiale, e non risente in modo sensibile delle 
modalità di prova (sia a caldo che in condizioni residuali, si 
vedano Hamoush et al., 1998, e Zhang e Bicanic, 2002 [6,12]). 
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Figura 3 - Energia di frattura residuale: (a) modalità di prova; (b) tipico diagramma carico-apertura di fessura; e (c) calcolo dell’energia di frattura 
(area ombreggiata). In questo progetto, n è stato assunto pari a 10. 
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La definizione dell’energia di frattura è mostrata in Fig. 3, 
mentre i risultati sperimentali sono mostrati in Fig. 4a (altri 
risultati di letteratura sono mostrati in Fig. 4b). Nella Fig. 4 le 
linee continue rappresentano i valori dell’ energia di frattura 
per materiale vergine, secondo l’equazione fornita nell’MC-90 
(riportata nell’inserto di Fig. 3b). 
 
4. RESISTENZA A COMPRESSIONE, MODULO 

ELASTICO E COEFFICIENTE DI POISSON 
 
Le prove di compressione residuali confermano anche per i 
calcestruzzi autocompattanti un netto decadimento per la 
resistenza massima (Fig. 5a), con migliore comportamento per 
il microcalcestruzzo (grazie all’effetto delle fibre poli-
meriche). Fra gli altri calcestruzzi, oltre i 300-400°C l’HPC e 
l’HSC si confermano più sensibili all’alta temperatura 
dell’NSC, ma così non è entro i 200-250°C. 

Complessivamente i Calcestruzzi No.1, 2 e 3 si dimo-
strano meno sensibili all’alta temperatura di quelli provati da 
Persson (Fig. 1). 

Più accentuato è il decadimento del modulo elastico 
secante (Fig. 5b), che a 600°C vede addirittura la coincidenza 
delle perdite percentuali per i 3 calcestruzzi NSC, HPC e 
HSC, mentre a temperature inferiori i calcestruzzi HPC e HSC 
hanno un migliore comportamento. 

Più regolare e meno sensibile all’alta temperatura è il 
comportamento del VHSC. 

Complessivamente le curve carico-spostamento e 
tensione-deformazione in compressione hanno denotato 
dispersioni molto modeste, anche nel ramo discendente, tant’è 
che per ogni materiale e per ogni temperatura di riferimento 
sono state eseguite non più di 3 prove in condizioni 
nominalmente identiche. Nelle Figure 6a,b,c sono mostrate le 
curve tensione-deformazione più significative per i Calce-
struzzi No. 1, 2 e 3. Si noti l’estrema linearità dei rami 
ascendenti, il progressivo aumento della duttilità dei materiali 
all’aumentare della temperatura e la sostanziale coincidenza di 
HPC e HSC, la cui vera differenza sta nel diverso contenuto di 
umidità iniziale, dovuto alla diversa maturazione all’atto delle 
prove. 
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Figura 4 - Energia di frattura residuale: (a) questo progetto; e (b) altri risultati riguardanti calcestruzzi vibrati (* altri risultati degli autori, con 
aggregato misto naturale). 
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Figura 5 - Decadimento della resistenza a compressione cilindrica (a) e del modulo elastico (b). I moduli elastici sono stati misurati con riferimento 
agli accorciamenti piatto-piatto (cls No. 1,2,3), usando un opportuno fattore di correzione. Il comportamento molto lineare dei rami ascendenti delle 
curve tensione-deformazione permette di ritenere coincidenti i moduli all’origine, i moduli secanti (cls No. 1,2,3)  ed i moduli stabilizzati (cls No.4). 
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Le Figure 6d,e,f si riferiscono al microcalcestruzzo 
(Calcestruzzo No. 4), unico dei 4 materiali di cui al momento 
siano state eseguite le prove a caldo. Come si può osservare in 
Fig. 6d, i comportamenti a caldo e residuale tendono a 
coincidere al di sopra dei 300°C, mentre per temperature 

inferiori lo stato di pressione del vapore nei pori penalizza la 
resistenza a caldo del microcalcestruzzo. I moduli elastici 
statici e dinamici sono diagrammati in Fig. 6e, mentre il 
coefficiente di Poisson è diagrammato in Fig. 6f. Si noti che il 
modulo elastico è dato sia nella forma statica “stabilizzata” 
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Figura 6 - (a,b,c) Tipiche curve tensione-deformazione dei Calcestruzzi No. 1, 2 e 3; e (d,e,f) decadimento del Calcestruzzo No. 4: (d) resistenza 
cilindrica a caldo e residuale, e curve proposte in EC 2 per calcestruzzi ordinari ad aggregato siliceo e per calcestruzzi ad alte prestazioni di Classe 
3 (fc ³  90 MPa); (e) moduli elastici residuali, statici e dinamici; e (f) coefficiente di Poisson residuale. 
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(ESS
T, dopo 3 cicli di carico-scarico, modalità RILEM) che 

nella forma dinamica, con misura delle frequenze 
fondamentali delle deformazioni assiali (EDA

T) e flessionali 
(EDB

T), mentre il modulo elastico a taglio è dato solo nella 
seconda forma (GD

T), con misura della frequenza 
fondamentale delle deformazioni torsionali. Il coefficiente di 
Poisson – ottenuto da EDA

T e GD
T – mostra un andamento 

singolare (Fig. 6f), ma non privo di spiegazioni (dilatanza 
crescente alle temperature medio-basse, per  progressivo 
aumento del danneggiamento termico, e implosione crescente 
alle temperature medio-alte per la formazione progressiva di 
vuoti interni), con i valori massimi prossimi a 0.3. A 
conoscenza degli autori, questi sono gli unici risultati di 
letteratura sul coefficiente di Poisson in materiali cementizi 
danneggiati dall’alta temperatura. 
 
 
5. DIFFUSIVITA’ TERMICA 
 
L’analisi termomeccanica di una data struttura viene 
generalmente effettuata disaccoppiando il regime termico da 
quello meccanico. Nel caso assialsimmetrico di un cilindro 
infinitamente lungo senza sorgenti o pozzi di calore, il cui 
regime termico sia regolato dalla sola conduzione, l’equazione 
della trasmissione del calore può essere risolta in forma chiusa e 
porta ad un legame parabolico tra la temperatura e la coordinata 
radiale lungo ogni diametro. 

Più specificamente, la relazione tra DT (= differenza tra la 
temperatura superficiale e quella lungo l’asse del cilindro), D 
(= diffusività termica), vh (= velocità media di riscaldamento) 
e R (= raggio del provino o meglio distanza tra le due 
termocoppie) è rappresentata dall’Eq. 1. La diffusività termica 
è a sua volta legata alle tre proprietà fisiche del materiale, r  = 
densità, c = calore specifico e l  = conducibilità termica (per 
definizione D = l  r -1c-1). L’Eq. 1 vale a condizione che la 
conducibilità termica non sia variabile con le coordinate 
spaziali. Invertendo l’Eq. 1, si può calcolare la diffusività 
termica, una volta noti gli altri parametri (si veda l’Eq. 2): 
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Ovviamente la diffusività D è “apparente”, poichè tiene 

indirettamente conto di fenomeni quali le transizioni di fase 
(acqua �  vapore, 100-200°C), il trasporto di materiale 
(migrazione di umidità, da 100 a 300°C), le reazioni chimiche 
(dissociazione dell’idrossido di calcio, 400-450°C; 
dissociazione del carbonato di calcio = calcinazione, oltre i 
700°C) e i cambiamenti di regime cristallino (quarzo a �  
quarzo b con aumento di volume del materiale, 550-600°C). 
L’Equazione 2 consente una valutazione precisa della 
diffusività termica (Khoury et al., 1984; Felicetti et al., 2002 
[9,5]). I diagrammi di diffusività dei calcestruzzi indagati sono 
mostrati nelle Figg. 7a,b. 

Si può osservare in Fig. 7a (Calcestruzzi No.1,2,3)  la 
diffusività termica crescente con la resistenza del calcestruzzo, 
e la bassa diffusività termica del Calcestruzzo No.4 (Fig. 7b), 
che ha spiccate doti isolanti. 
 
 
6. COMMENTI E CONCLUSIONI 
 
Nonostante questo progetto di ricerca sia tuttora in corso, si 
possono fare alcuni commenti e trarre alcune conclusioni dai 
risultati finora ottenuti. Globalmente, i quattro SCC indagati 
evidenziano un comportamento soddisfacente con riferimento 
alla trazione indiretta per flessione dopo un ciclo ad alta 
temperatura, in quanto la resistenza a trazione residuale a 
400°C è circa il 70% di quella a temperatura ambiente, mentre 
a 600°C è poco meno del 30%, valori simili a quelli dei 
calcestruzzi vibrati-VC. Tuttavia, a temperatura ambiente la 
resistenza a trazione indiretta per flessione è molto vicina alla 
resistenza a trazione diretta calcolata secondo le formule 
dell’MC-90 per i VC, mentre usualmente la resistenza a 
trazione indiretta dovrebbe avere valori maggiori anche del 
30-40%, a seconda della dimensione del provino. In altre 
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Figura 7 - Diagrammi della diffusività termica per i Calcestruzzi No. 1, 2, 3 (a); e No. 4 (b). Le curve tratteggiate si riferiscono ai valori di 
conducibilità termica e calore specifico proposti in EC-2, e alla densità misurata sperimentalmente. Provini cilindrici con Æ = 100 mm (a), e 80 mm 
(b). 
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parole, a temperatura ambiente sembrerebbe che gli SCC 
abbiano una resistenza a trazione diretta inferiore ai VC, o 
comunque una bassa tenacità (comportamento “fragile”). 

Come nel caso dei VC, l’energia di frattura a 400°C (e 
fino a 600°C nel VHSC indagato in questo studio) è più 
elevata che a temperatura ambiente, ma i pochi dati disponibili 
in letteratura mostrano come l’incremento di energia di 
frattura sia circa 1/3 del valore iniziale nei VC, mentre negli 
SCC tale incremento sembrerebbe minore (1/4-1/5), eccetto 
che per il VHSC. Effettivamente, la dimensione ridotta 
dell’aggregato del VHSC e la sua grande omogeneità 
microstrutturale tendono a limitarne l’energia di frattura a 
temperatura ambiente. Tuttavia, il danneggiamento termico 
rende la microstruttura del VHSC meno omogenea e ciò 
spiega l’incremento dell’energia di frattura (fino a tre volte a 
600°C). Globalmente, la formulazione proposta dall’MC 90 
per l’energia di frattura del materiale vergine sembra essere 
valida anche per gli SCC, a condizione che il processo di 
frattura sia controllato dalla dimensione massima 
dell’aggregato; in altre parole, il conglomerato cementizio 
deve avere le caratteristiche di un calcestruzzo ordinario e non 
di un microcalcestruzzo o di una malta. 

Riguardo al VHSC indagato, le resistenze a caldo e 
residuale sono molto vicine al di sopra dei 300°C, e si 
collocano in prossimità delle curve suggerite nell’EC 2 per 
calcestruzzi vibrati ad aggregato siliceo. Inoltre, i moduli 
elastico e tangenziale in condizioni residuali sembrano 
decrescere linearmente con la temperatura, mentre il 
coefficiente di Poisson prima aumenta (da 0.13-0.15 a 20°C 
sino a 0.30-0.35 a 450-500°C �  dilatanza indotta dal 
danneggiamento) e poi diminuisce (�  implosione indotta dal 
danneggiamento). 

Ritornando agli SCC soggetti a compressione, il loro 
comportamento denota grande linearità nel ramo discendente 
fino a frazioni molto elevate della resistenza ed altrettanto 
grande pendenza del ramo discendente, a tutte le temperature. 
Quindi materiali piuttosto fragili al di sotto dei 200°C, con 
sensibilità all’alta temperatura un poco più elevata di quella 
dei calcestruzzi vibrati. Tuttavia, la maggiore fragilità non ha 
mai portato a rotture esplosive, poiché le prove sono state 
condotte in controllo di spostamento e sopra i 400°C il 
materiale diventa più duttile. Solo in alcuni casi sotto i 200°C 
il ramo discendente della fase post-picco è stato così ripido da 
impedire il raggiungimento della deformazione massima 
dell’1.5-2.0% (il processo di carico è stato controllato 
misurando lo spostamento tra i piatti della pressa). 

Infine, negli SCC la diffusività termica tende ad 
aumentare con la resistenza del materiale, come si riscontra 
generalmente nei VC. Inoltre, negli NSC, HPC e HSC presi in 
esame la diffusività termica è risultata molto prossima a quella 
suggerita dall’EC 2 per i calcestruzzi vibrati, mentre il VHSC 
ha mostrato una diffusività minore, che garantisce al materiale 
particolari caratteristiche isolanti. 
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SOMMARIO 
Nel corso di un'ampia campagna di indagini sperimentali spinte fino a rottura, condotta con azioni flettenti monotone crescenti e 
cicliche su nodi trave-pilastro in cemento armato al vero, sono stati determinati i diagrammi momento-rotazione delle travi all’attacco 
con il pilastro. I dati raccolti durante il primo ciclo di ciascuna prova sono stati successivamente analizzati in dettaglio, al fine di 
ricavare un modello analitico in grado di descrivere il comportamento sperimentale, tenendo conto in modo opportuno dello 
scorrimento tra acciaio e calcestruzzo. Lo studio ha messo in evidenza che il modello di aderenza CEB non consente di rappresentare 
correttamente il fenomeno nel caso in esame, cosicché si è calibrato un modello originale del legame tensione di aderenza-
scorrimento, tramite il quale è stato possibile riprodurre più fedelmente l'effettivo comportamento delle sezioni di interfaccia trave-
pilastro in fase fessurata. Un’analisi parametrica ha, infine, consentito di apprezzare la dipendenza dei risultati dall’area efficace di 
calcestruzzo considerata. 
 
SUMMARY 
During a wide experimental investigation campaign on full scale reinforced concrete beam to column joints, they were determined 
the bending moment-rotation diagrams of the beams, at the connection with the column. Experimental data were analyzed in detail in 
order to set-up a suitable analytical model, able to describe the observed behaviour, also taking into account the actual bond-slip 
effect. The study showed that, in the examined cases, the CEB model for bond-slip correlation does not allow to represent correctly 
the experimental diagrams, so that an improved model has been calibrated, leading to a more satisfying fitting of experimental 
results. A parametrical analysis allowed finally to evaluate the influence of the concrete effective area to be considered in these 
calculations. 
 
 
 
1 INTRODUZIONE 

Lo studio si propone di definire un modello teorico atto ad 
interpretare compiutamente i risultati sperimentali ottenuti su 
nodi trave-pilastro di telai in cemento armato soggetti a carichi 
flettenti ciclici [1]. 

Nella prima fase della ricerca, ci si è limitati allo studio 
del primo ciclo di carico, che conduce alla plasticizzazione 
delle travi, al fine di individuare una metodologia di analisi, 
che tenendo conto dello scorrimento tra acciaio e calcestruzzo, 
consenta di determinare per via teorica il diagramma momen-
to-rotazione delle travi, all'attacco con il pilastro.  

L'analisi teorica delle travi in fase II e III, che si basa sul-
l'ipotesi di perfetta aderenza acciaio-calcestruzzo, anche tra-
scurando il contributo del calcestruzzo teso, conduce a dia-
grammi momento-rotazione che sovrastimano considerevol-
mente la rigidezza degli elementi, rispetto a quella sperimenta-
le. La riduzione di rigidezza registrata sperimentalmente può 
essere giustificata dalla presenza della fessurazione localizzata 
e dal manifestarsi dello scorrimento relativo tra acciaio e cal-
cestruzzo. 

Il legame di aderenza, che correla la tensione d’aderenza t  
con lo scorrimento s, è stato oggetto di un gran numero di stu-
di [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [14], [15], che hanno portato al 

modello comunemente impiegato, sostanzialmente coincidente 
con il modello CEB [10], [11], al quale si è inizialmente fatto 
riferimento nella fase iniziale della presente ricerca. Utilizzan-
do tale modello, si è definito un algoritmo iterativo per loca-
lizzare le fessure nella trave e definire il conseguente regime 
tensionale nel calcestruzzo e nell'acciaio, all’interno del tratto 
compreso tra due fessure consecutive [2]. 

In [2] si è evidenziato che i risultati ottenuti con l’impiego 
del modello t -s proposto dal CEB non sono coerenti con quelli 
sperimentali; una spiegazione di questo fenomeno è stata indi-
viduata nelle diverse condizioni di ancoraggio delle barre nella 
prova standard CEB e nella trave reale, dove queste si esten-
dono per un tratto sufficiente a garantirne il perfetto ancorag-
gio. 

Attraverso l’applicazione dell’algoritmo iterativo sopra ci-
tato, il legame di aderenza è stato opportunamente modificato, 
in modo da cogliere, con buona approssimazione, il compor-
tamento sperimentale di un gruppo di campioni, in cui le travi 
avevano uguale armatura, rispondente alle specifiche dell’EC8 
[13]. 

Nel presente lavoro si discute circa l’estensione del citato 
algoritmo agli altri campioni provati. 
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2 LA RICERCA SPERIMENTALE 
Lo studio illustrato nel presente lavoro, si basa sui dati ri-

cavati durante una campagna sperimentale svolta nel 2003-
2004 presso il Dipartimento di Ingegneria Strutturale dell'Uni-
versità di Pisa. Il programma complessivo della ricerca ed i ri-
sultati della sperimentazione sono descritti in [1]. 

Si è trattato di prove su campioni in scala reale di nodi tra-
ve-pilastro in cemento armato a quattro vie, che sono stati sot-
toposti, in un primo tempo, a carichi flettenti applicati alterna-
tivamente alle due estremità delle travi fino allo snervamento 
delle armature, ed in seguito a carichi ciclici applicati contem-
poraneamente alle due estremità, per spostamenti imposti di 
entità crescente fino al collasso. 

Dei risultati ottenuti per i 22 campioni testati, sono stati 
qui analizzati quelli relativi alla prima parte delle prove ese-
guite sugli 11 campioni confezionati con calcestruzzo di classe 
C50/60 (serie B). 

La fig. 1 illustra le caratteristiche generali dei campioni 
considerati, mentre nella fig. 2 sono indicati, per ciascun cam-
pione, i dettagli delle armature delle travi. 

Le modalità di applicazione del carico sono indicate nella 
fig. 3 per ciascuna delle quattro fasi in cui è stata suddivisa la 
prova: nelle fasi 1 e 2, si è agito solo sul tratto di trave S, ap-
plicando momenti di segno opposto come rappresentati in fi-
gura, fino alla plasticizzazione delle armature tese; nelle fasi 3 
e 4 si è proceduto in modo analogo sulla sola trave X. 

Durante le prove, oltre ai carichi e agli spostamenti delle 
estremità delle travi e dei pilastri, sono state rilevate le 
rotazioni relative delle sezioni di interfaccia trave-pilastro, 
tramite trasduttori di spostamento applicati nelle immediate 
vicinanze della sezione di attacco trave-pilastro, come 
illustrato nella fig. 4. 
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Figura 1 - Caratteristiche generali dei campioni 

 

5

4Ø 164Ø 16

4Ø 164Ø 16

2Ø 162Ø 16

4Ø 164Ø 16

50

30

5
5

5

 
4Ø184Ø18

2Ø 182Ø 18

2Ø 182Ø 18

3Ø 183Ø 18

5
5

50

30

5
5

 

4Ø204Ø20

2Ø202Ø20

3Ø 203Ø 20

50

30

5
5

5

 

50

30

5
5

4Ø 224Ø 22

3Ø223Ø22

 

BS,1 - BS,2 
B2,1 - B2,2 - B2,3 
B3,1 - B3,2 - B3,3 

B1,1 B1,2 B1,3 

ffff 16 ffff 18 ffff 20 ffff 22 

Figura 2 - Dettagli delle armature delle travi 
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Figura 3 - Successione delle fasi della prova 
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Figura 4 - Disposizione dei trasduttori di rotazione  
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3 RISULTATI SPERIMENTALI 
I segnali registrati dai trasduttori di spostamento sono stati 

elaborati in modo da ottenere le rotazioni relative q tra trave e 
pilastro e quindi i diagrammi momento-rotazione per ciascuno 
dei campioni provati. 

Le figure 5, 6, 7 e 8 illustrano i diagrammi momento-
rotazione relativi al primo ciclo di carico (fasi 1-4) per i cam-
pioni B2,1, B1,1, B1,2, B1,3, rispettivamente. L’area totale 
dell’armatura nei diversi campioni è pressoché costante, pur 
variando il diametro delle singole barre (vedi figura 2). 
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Figura 5 - Diagramma momento-rotazione sperimentale per il 

campione B2,1 
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Figura 6 - Diagramma momento-rotazione sperimentale per il 

campione B1,1 
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Figura 7 - Diagramma momento-rotazione sperimentale per il 

campione B1,2 
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Figura 8 - Diagramma momento-rotazione sperimentale per il 

campione B1.3. 

 
 

4 IL MODELLO ANALITICO 
In [2] si è mostrato come i diagrammi teorici momento-

curvatura, dedotti con le ipotesi classiche del calcolo a rottura 
delle sezioni in cemento armato, trascurando il contributo del 
calcestruzzo teso tra le fessure e considerando, in luogo dei 
valori di progetto fd, i valori medi delle resistenze dei materiali 
dedotti sperimentalmente, sono in grado di cogliere con buona 
approssimazione il momento di plasticizzazione della trave, 
ma ne sovrastimano considerevolmente (circa quattro volte) la 
rigidezza. Ne segue che la modellazione non può prescindere 
dalla considerazione dei fenomeni legati alla fessurazione lo-
cale ed allo scorrimento acciaio-calcestruzzo. 

 
4.1 L’aderenza acciaio-calcestruzzo 

Il modello classico per l’aderenza tra acciaio e 
calcestruzzo si basa sulle equazioni di equilibrio e congruenza 
di un concio di tirante in cemento armato, come illustrato nella 
figura 9 [6], [14]. 

Detta F la forza di trazione nella barra in corrispondenza 
della lesione e Fs e Fc le quote relative all’acciaio ed al calce-
struzzo, l’equazione globale di equilibrio nella generica sezio-
ne è 

s cF F F= + , (1) 

che, differenziata nell’ipotesi Ac=cost, porta a 

2

 
�

0
4s c s c cdF dF dF d A d
f

s s= + = × + × = (2) 

c sd ds r s=- ×  (3) 

 
in cui r  è il rapporto geometrico di armatura, riferito all’area 
di calcestruzzo Ac. 

 
L’equilibrio di un tratto di barra dx è espresso da 

( )
2�

�
4sd s dx
f

s f t× = × × × (4) 

dove t (s) è la tensione di aderenza. 
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Figura 9. Equilibrio del concio di tirante in cemento armato 
 
 
L’equazione di congruenza, infine, porta a 

( )s c dx dse e- × =  (5) 

da cui 

( ) s c
d

s x
dx

e e= - . (6) 

 
Le tre equazioni (2), (4) e (6), opportunamente manipola-

te, portano all’equazione differenziale risolutrice, che diviene: 

2

2

4 ( )
s c

s c

d s d d
s

d ddx

t
e r e

f s s

� �
= +� �� �

� �
 (7) 

 
Questa equazione differenziale non lineare si presta ad una 

soluzione di tipo numerico, per la quale è necessario introdur-
re i legami costitutivi s-e per l’acciaio e per il calcestruzzo te-
so e il legame t -s di aderenza. 

 
4.2 Legami costitutivi 

Sulla base della sperimentazione, per l’acciaio d’armatura 
si sono assunte le seguenti caratteristiche meccaniche:  
- per le barre f 16, f 18 e f 20: fy=545 N/mm2; ft=630 N/mm2; 

Agt=6.0%; 
- per le barre � 22: fy=474 N/mm2; ft=660 N/mm2; 

Agt=6.0%. 
Il legame costitutivo per l’acciaio è stato modellato secon-

do la formulazione di Ramberg-Osgood [16] 

( ) 1

n
s s

s s n
s s y

a
E E f

s s
e s -= + ×  (8) 

nella quale i parametri numerici a = 0.3 e n=80, sono stati de-
terminati in modo da approssimare al meglio la curva speri-
mentale. 

Per il calcestruzzo dei vari campioni si sono assunte le ca-
ratteristiche meccaniche indicate in tabella 1, dedotte, secondo 
le formulazioni proposte dall’Eurocodice 2 [12], dalla resi-
stenza media a compressione fcm. 

Per tutti i campioni la deformazione ultima a trazione è 
stata assunta uguale a ecu=0.115 ‰. 
 

 

Tabella 1. Caratteristiche meccaniche del calcestruzzo 
 

  B2,1 B1,1 B1,2 B1,3 
fcm [N/mm2] 64 64 81 67 
fctm [N/mm2] 4.2 4.2 4.7 4.3 
Ec [N/mm2] 36900 36900 40000 37500 
 
L’espressione utilizzata per modellare il legame s-e del 

calcestruzzo in trazione è ancora di tipo Ramberg-Osgood, 

( ) 1

n
c c

c c n
c c ctm

a
E E f

s s
e s

-
= + × , (9) 

con valori dei parametri numerici a=0.01 e n=40. 
 
4.3 Ipotesi semplificative 

Come illustrato indicativamente in figura 10, si è ipotizza-
to che l’area di calcestruzzo teso collaborante con la barra me-
tallica sia nulla in corrispondenza della lesione e raggiunga il 
valore massimo a distanza dalla lesione pari a metà 
dell’intraferro, variando con legge esponenziale.  

Assumere Ac e conseguentemente r  variabile consente di 
ottenere una migliore rappresentazione della diffusione delle 
tensioni all’interno del cls. in prossimità della lesione; la for-
mula (2) può tuttavia tenersi ancora valida, considerando r  co-
stante a tratti nel dominio di integrazione. 
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Figura 10 - Legge di variazione dell’area di calcestruzzo teso 

collaborante. 
 
La porzione di calcestruzzo collaborante con una barra è 

stata assunta di sezione quadrata, ipotizzando che il compor-
tamento del tirante in c.a. così ottenuto possa essere assimilato 
a quello di un tirante isolato. Le dimensioni massime della se-
zione di ciascun tirante, e la relativa percentuale geometrica 
d’armatura r , sono state determinate in un primo momento in 
modo convenzionale, in accordo con quanto previsto 
dall’EC2; successivamente, come meglio illustrato nel seguito, 
sono state oggetto di uno specifico studio parametrico. 

 
4.4 Algoritmo numerico di soluzione 

La soluzione dell’equazione differenziale (7) è stata im-
plementata alle differenze finite, considerando come condizio-
ni al contorno i valori dello scorrimento s0 e della sua derivata 
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s0¢ in corrispondenza della prima lesione, che si localizza 
all’attacco con il pilastro. 

Dal punto di vista meccanico assegnare la derivata prima 
s0¢ equivale ad assegnare, attraverso la (6), la differenza tra le 
deformazioni dei due materiali. Ciò implica che in corrispon-
denza della lesione, dove ec0=0, la s0¢ rimane completamente 
definita una volta assegnata la deformazione nell’acciaio es0. 

Lo scorrimento s0 in corrispondenza della lesione, che è il 
parametro di interesse ai fini dell’interpretazione analitica dei 
risultati sperimentali, può essere determinato in funzione di es0 
utilizzando una procedura iterativa di tipo trial and error. Il 
controllo della soluzione consiste nel verificare che, nella se-
zione in cui lo scorrimento s si annulla, si abbia ec=es. Se ciò 
non si verifica occorre, ovviamente, modificare il valore di s0 
iterando fino a che la condizione di cui sopra non risulti soddi-
sfatta. Si determina così l’ascissa La della sezione in cui lo 
scorrimento è nullo e le deformazioni nell’acciaio e nel calce-
struzzo sono uguali.  

Se questo procedimento viene ripetuto ordinatamente, per 
valori crescenti di es0, si ottiene la rappresentazione completa 
del legame tra s0 e es0. 

In un processo di carico, all’aumentare della sollecitazione 
esterna, la lunghezza di ancoraggio La aumenta e con essa la 
tensione di trazione nel calcestruzzo, finché quest’ultima non 
attinge il valore di rottura, cui corrisponde la formazione della 
seconda lesione, posta a distanza Lf dalla prima. 

Nell’istante immediatamente successivo alla formazione 
della seconda fessura, nella sezione lesionata si manifesta uno 
scorrimento sLf, che determina una modifica dello stato ten-
sionale e deformativo nel tratto Lf, compreso tra le due lesioni. 
Questo stato di tensione può essere descritto compiutamente 
una volta determinata l’ascissa x* del punto in cui le tensioni 
tangenziali di aderenza cambiano di segno e in cui, data 
l’antimetria del problema, si verificano le condizioni s=s¢=0. 

L’ascissa x* può essere calcolata assumendo per essa un 
valore di tentativo e applicando iterativamente, a partire dalla 
sezione x*, l’algoritmo descritto a ciascuno dei due tratti in cui 
risulta diviso il concio di tirante, fino ad ottenere i valori effet-
tivi delle deformazioni nell’acciaio alle due estremità del con-
cio. Qualora, come nel caso in esame, le deformazioni 
nell’acciaio in corrispondenza di due lesioni consecutive pos-
sano essere considerate uguali, la sezione x* coincide con la 
sezione di mezzeria del concio. 

Le eventuali ulteriori lesioni, prodotte nel tratto Lf dagli 
incrementi di sollecitazione esterna, possono essere individua-
te semplicemente reiterando il procedimento. 

A conclusione del processo è possibile ricavare, per cia-
scun livello di sollecitazione esterna, il valore dello scorrimen-
to in corrispondenza delle lesioni, ed in particolare all’attacco 
trave-pilastro, e l’andamento delle deformazioni nel calce-
struzzo teso, che sono i parametri necessari per il calcolo delle 
rotazioni relative trave-pilastro, da confrontare con quelle spe-
rimentali. 

 
5 RISULTATI OTTENUTI CON MODELLI 

TEORICI DI ADERENZA 
 
5.1 Modello CEB 

Come dettagliatamente illustrato in [2], l’algoritmo illu-
strato al punto precedente è stato impiegato per lo studio dei 
campioni con armatura f 16, considerando, in un primo mo-

mento, il modello di aderenza CEB richiamato in precedenza, 
adottando un rapporto di armatura r =0.02. 

La prima lesione nella trave si manifesta a circa 250 mm 
da quella a filo pilastro, per un valore della deformazione 
nell’acciaio pari a es=0.4095esy. La seconda lesione si localiz-
za a circa 125 mm dal filo pilastro, allorché la deformazione 
es0 vale circa 0.8 esy. Ulteriori incrementi della deformazione 
es0 non sono seguiti dalla formazione di nuove lesioni. 

L’evoluzione dello scorrimento s0 in corrispondenza del 
filo pilastro è rappresentato in funzione di es0 nel diagramma 
di figura 11. In detto diagramma sono evidenti le discontinuità 
corrispondenti alla formazione delle lesioni, delle quali la pri-
ma si manifesta per s=0.131 mm e es0=1.10‰ e la seconda per 
s=0.269 mm e es0=2.04‰. Dall’esame del diagramma si evin-
ce anche che il massimo scorrimento, che si verifica per 
es0=4.0%, è s=0.45 mm.  

Come si vede, l’entità degli scorrimenti trovati è molto 
contenuta e tale da interessare soltanto il primo ramo, valido 
nel campo 0÷1mm, del diagramma t -s proposto dal CEB. 
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Figura 11 - Diagramma s-es0 

 
Ciò significa che, contrariamente a quanto sarebbe ragio-

nevole attendersi, nel caso in studio non si raggiunge lo stato 
limite di aderenza. L’apparente inadeguatezza del modello t -s 
CEB è confermata dal confronto del diagramma M-q così ot-
tenuto con quello sperimentale, come illustrato al paragrafo 
seguente. 

 
5.2 Costruzione del diagramma M-qqqq con il modello di 

aderenza CEB e confronto con il diagramma 
sperimentale 

Come illustrato al punto 2, la base di misura dei trasduttori 
induttivi di spostamento, posti sulle travi in prossimità del filo 
pilastro, è di 90 mm, per cui nel calcolo dello spostamento teo-
rico è necessario tener conto dei contributi offerti da: 
- apertura della lesione a filo pilastro; 
- apertura di eventuali altre lesioni all’interno della base di 

misura; 
- deformazione del calcestruzzo teso. 

L’apertura della lesione a filo pilastro, in prima ipotesi, è 
stata assunta pari a 2s0, considerando, quindi, che lo scorri-
mento della barra sia uguale sia lato trave, sia lato nodo. Stan-
te la condizione di confinamento del calcestruzzo di nodo e la 
presenza di sforzo normale nel pilastro, questa ipotesi limite, 
nel caso in esame, sottostima la rigidezza lato nodo. 

Indicati con h e yn le distanze della barra e dell’asse neutro 
dal lembo compresso e con Dc l’integrale delle ec sulla base di 
misura (90 mm), all’interno della quale, come visto in prece-
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denza, non sono presenti altre lesioni, le quote di rotazione 
qslip, dovuta allo scorrimento, e qcls, dovuta alla deformazione 
del calcestruzzo teso, sono date da: 

02
slip

n

s
h y

q =
-

  e  c
cls

nh y
q

D
=

-
 (10) 

Risulta quindi: 

slip clsq q q= +  (11) 

Si può osservare che il contributo qcls è in genere trascura-
bile in rapporto a qslip. 

Nella figura 12, il diagramma M-q così ottenuto, indicato 
come CEB 1, è posto a confronto con quelli sperimentali e con 
quello teorico, ottenuto nell’ipotesi di perfetta aderenza. 

La curva CEB 1 presenta  una discontinuità evidente, con 
riduzione della rotazione, in corrispondenza dell’apertura della 
seconda lesione. Causa di questo fenomeno è che detta lesio-

ne, posta a distanza di 125 mm dal filo pilastro, è esterna alla 
base di misura, il punto di misura è posto al lembo teso, sul 
calcestruzzo, laddove per effetto dell’aprirsi della nuova fessu-
ra si ha una contrazione. Qualora la base di misura fosse così 
estesa da comprendere la seconda lesione, si troverebbe u-
gualmente una discontinuità, che, questa volta, sarebbe asso-
ciata ad un aumento della rotazione misurata, come evidenzia-
to dalla curva indicata come CEB 2 nella stessa figura 12.  

Si deve osservare che tali significative discontinuità non 
sono evidenti nei dati sperimentali. 

Il diagramma, inoltre, pur essendo più aderente ai risultati 
sperimentali rispetto a quello teorico ottenuto nell’ipotesi di 
perfetta aderenza, sovrastima ancora la rigidezza, in particolar 
modo per valori elevati del momento M. 

Tutto questo induce a ritenere che il legame di aderenza t -
s sin qui utilizzato non sia pienamente adeguato per modellare 
il reale comportamento dei campioni e necessiti di qualche af-
finamento. 
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Figura 12 - Diagrammi M-q  teorici e sperimentali per il campione B2,1 (r =0.02) 

 
5.3 Modello di aderenza modificato 

Il criterio seguito per l’affinamento del modello di aderen-
za origina dalla considerazione già espressa riguardo alla con-
siderevole entità degli scorrimenti che, nel modello CEB, sa-
rebbero necessari per mobilitare lo stato limite di aderenza. 

Si è così deciso di contrarre parametricamente le ascisse 
del diagramma t -s, fino ad ottenere una rappresentazione ac-
cettabile delle curve sperimentali. Nel far questo si è anche ri-
dotto il valore massimo della tensione di aderenza t,  portando-
lo a 7.5 N/mm2, e si è eliminato il plateau plastico. 

La curva di aderenza modificata, illustrata in figura 13, è 
caratterizzata da un primo tratto esponenziale, nell’intervallo 
s=0÷0.05 mm, con massimo di t  per s=0.025 mm; un secondo 
tratto rettilineo decrescente fino al valore t =0.5 N/mm2, 
nell’intervallo s=0.05÷0.1 mm, e da un ultimo tratto linear-
mente decrescente da 0.5 N/mm2 fino a zero nell’intervallo 
s=0.1÷0.3 mm. 

Utilizzando questo legame costitutivo modificato di ade-
renza si trova, coerentemente con le osservazioni sperimentali, 
che, oltre alla lesione a filo pilastro, se ne apre soltanto 
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un’altra, situata a circa 484 mm dalla prima, per valori di es0 
pari a circa 0.431 esy. 
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Figura 13 - Legame di aderenza modificato 

 
 
Il diagramma momento–rotazione ottenuto con il legame 

di aderenza modificato è anch’esso rappresentato nel dia-
gramma di figura 12. L’esame dei risultati dimostra che il mo-
dello è in grado di cogliere con soddisfacente approssimazione 
il comportamento effettivo dei campioni. 

Come accennato, con questo modello, oltre a quella a filo 
pilastro, si prevede l’apertura di una sola lesione per bassi li-
velli di scorrimento; pertanto, la vistosa discontinuità che si 
osserva nei diagrammi CEB 1 e CEB 2 di fig. 12 all’aprirsi 
della seconda lesione, in questo caso non è presente. 
D’altronde, la limitata discontinuità, corrispondente alla for-
mazione della prima lesione (vedi fig. 11), è dello stesso ordi-
ne di grandezza dell’errore di misura e quindi non apprezzabi-
le sperimentalmente. 

 
6 ESTENSIONE DELLO STUDIO 

In una fase successiva della ricerca, l’impiego 
dell’algoritmo descritto al punto 4, unitamente al legame di 
aderenza modificato (figura 13), è stato esteso anche ai cam-
pioni B1,1, B1,2 e B1,3, caratterizzati da travi armate con barre f  
18, f  20 e f  22, illustrati nella figura 2. 

Stante la particolare distribuzione delle armature, una pri-
ma analisi è stata effettuata considerando che l’area di calce-
struzzo collaborante con ciascuna barra sia sostanzialmente 
costante ed indipendente dalla dimensione della barra stessa. 
In questa ipotesi la percentuale geometrica di armatura r , as-
sunta pari al 2% per i campioni armati con barre f 16, risulta 
pari a circa il 2.5% per le barre f 18, il 3.0% per le barre f 20 e 
il 3.5% per le barre f 22. 

I diagrammi momento-rotazione così determinati per i 
campioni B1,1, B1,2 e B1,3 sono posti a confronto con quelli 
sperimentali nelle figure 14, 15 e 16 rispettivamente. 
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Figura 14- Diagrammi M-q  teorici e sperimentali per il campione B1,1 (per r =0.025) 
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Figura 15- Diagrammi M-q  teorici e sperimentali per il campione B1,2 (per r =0.03) 
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Figura 16- Diagrammi M-q  teorici e sperimentali per il campione B1,3  (per r =0.035) 

 
 
 

 
Le curve M-q teoriche ottenute offrono approssimazioni 

delle curve sperimentali meno soddisfacenti rispetto a quelle 
ricavate per i campioni armati con barre f 16. 

Questa circostanza è dovuta principalmente all’incertezza 
nella definizione della percentuale di armatura r . A seguito di 

questa osservazione, ed in attesa di disporre di nuovi dati spe-
rimentali più specificamente rivolti allo studio del legame di 
aderenza per le travi reali, si è deciso di effettuare un’indagine 
parametrica sui campioni disponibili, facendo variare la per-
centuale r . 
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6.1 Indagine parametrica 
L’indagine parametrica è stata concentrata sui campioni 

armati con barre di diametro minimo (f 16) e massimo (f 22) 
tra quelli disponibili, allo scopo di meglio evidenziare gli ef-
fetti più significativi. 

Nei diagrammi di figura 17, 18 e 19, relativi ai campioni 
con armatura f 16, sono illustrati, in funzione dell’ascissa x, 
misurata a partire dalla prima lesione a filo pilastro, gli anda-
menti dello scorrimento (scala logaritmica), delle deformazio-
ni nel calcestruzzo e nell’acciaio e delle tensioni tangenziali 
d’aderenza, al variare del rapporto d’armatura. 

Le curve rappresentate sono tracciate nella condizione di 
incipiente formazione della seconda lesione, e sono quindi re-
lative a diversi livelli di deformazione e di tensione 
nell’acciaio in corrispondenza della lesione. 

Nella tabella 2 sono riportate le posizioni delle lesioni ri-
spetto al filo pilastro e i corrispondenti livelli di deformazione 
es0 nell’acciaio, in funzione di r . 

Nelle figure 20, 21 e 22 sono riportati gli analoghi dia-
grammi relativi al campione B1,3, armato con barre f 22, per il 
quale in tabella 3 sono riportate le posizioni delle lesioni ri-
spetto al filo pilastro e i corrispondenti livelli di deformazione 
es0 nell’acciaio, in funzione di r . 

Tabella 2. Posizione delle lesioni e livello di deformazione (barre f 16) 
 

r  Lf1 [mm] es0(Lf1)/ esy Lf2 [mm] es0(Lf1)/ esy 
0.020 484 0.431 ----- ---- 
0.025 266 0.352 ----- ---- 
0.030 236 0.292 118 0.301 
0.035 222 0.258 111 0.287 
0.040 210 0.227 105 0.275 
 
 

Tabella 3. Posizione delle lesioni e livello di deformazione (barre f 22) 
 

r  Lf1 [mm] es0(Lf1)/ esy Lf2 [mm] es0(Lf1)/ esy 
0.020 >500 ---- ---- ---- 
0.025 398 0.352 ---- ---- 
0.030 315 0.296 ---- ---- 
0.035 283 0.258 141 0.290 
0.040 263 0.229 131 0.273 
 
Nei diagrammi di figura 23 e 24 sono invece rappresentati 

i legami tra lo scorrimento s0 in corrispondenza della lesione e 
la deformazione es0 nell’acciaio per i due tipi di campioni e 
per diversi rapporti di armatura. 
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Figura 17 - Andamento degli scorrimenti per vari rapporti d©armatura (barre f  16) 
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Figura 18 - Andamento delle deformazioni ec e es per vari rapporti d©armatura (barre f  16) 
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Figura 19 – Tensioni tangenziali di aderenza t  per vari rapporti d©armatura (barre f  16) 
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Figura 20 - Andamento degli scorrimenti per vari rapporti d©armatura (barre f  22) 
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Figura 21 - Andamento delle deformazioni ec e es per vari rapporti d©armatura (barre f  22) 
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Figura 22 – Tensioni tangenziali di aderenza t  per vari rapporti d©armatura (barre f  22) 
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Figura 23 – Legame s0 – es0 per vari rapporti d©armatura (barre f  16) 
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 Figura 24 – Legame s0 – es0 per vari rapporti d©armatura (barre f  22) 

 
L’esame delle figure e delle tabelle mostra che per una tra-

ve di assegnata armatura: 
- la distanza tra le lesioni diminuisce al crescere del valore 

di r   assunto a base del calcolo; 
- le lesioni si manifestano per livelli via via decrescenti di 

deformazione (e quindi di tensione) nelle barre; 
- l’apertura di una terza lesione è associata ai soli valori più 

elevati di r  (r � 0.030 per f 16 e r � 0.035 per f 22); 
- per un assegnato livello di deformazione es0 lo scorrimento 

aumenta al diminuire del rapporto di armatura; 
- in conseguenza degli aumentati scorrimenti per r  via via 

decrescenti, le tensioni di aderenza attingono il loro valore 
massimo, coerentemente con il modello qui proposto, in 
sezioni sempre più distanti dalla lesione; 

- esiste un valore limite inferiore per r , al di sotto del quale 
nella zona immediatamente adiacente alla lesione la ten-
sione di aderenza è prossima allo zero e conseguentemente 
la soluzione è fortemente influenzata dal valore assunto 
per r . 
Un’ulteriore importante considerazione riguarda la 

possibilità che la terza lesione, qualora si manifesti, possa 
venirsi a trovare all’interno del tratto di trave assunto come 
base di misura per il calcolo della rotazione q. In questo caso 

sia la rigidezza misurata sperimentalmente sia quella calcolata 
analiticamente subirebbero una sensibile riduzione. 

I diagrammi momento – rotazione ottenuti con il modello 
proposto al variare di r  sono confrontati con i corrispondenti 
diagrammi sperimentali nelle figure 25 e 26 per i due campio-
ni B2,1 (f 16) e B1,3 (f 22), rispettivamente. Nelle stesse figure 
tra i diagrammi teorici sono inclusi anche quelli riferiti 
all’eventuale presenza della terza lesione all’interno della base 
di misura, per il caso r =0.04. 

L’esame di queste ultime figure dimostra che con elevati 
rapporti di armatura il comportamento tende a quello che si 
avrebbe nell’ipotesi di perfetta aderenza, fatta eccezione per il 
caso in cui la terza lesione sia all’interno della base di misura. 

Sulla base dei risultati numerici sembra possibile calibrare 
un valore ottimale di r  in grado di riprodurre il comportamen-
to sperimentale dei campioni; tuttavia è opinione degli autori 
che questo non possa prescindere da ulteriori e più mirate in-
dagini sperimentali, finalizzate alla definizione di metodi di 
calcolo dell’area di calcestruzzo efficace più sofisticati di 
quelli attualmente disponibili, abitualmente impiegati per il 
calcolo dell’ampiezza delle lesioni. 
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Figura 25 – Confronto tra i diagrammi M-q  sperimentali e teorici (r  variabile) per il campione B2,1  
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Figura 26 – Confronto tra i diagrammi M-q  sperimentali e teorici (r  variabile) per il campione B1,3  

 
7 CONCLUSIONI 

Si è illustrato un procedimento numerico che consente di 
valutare, una volta assegnato il legame di aderenza, i dia-
grammi momento-rotazione di nodi trave-pilastro in c.a.. se-
guendo l’evoluzione dello stato fessurativo della trave al cre-
scere della sollecitazione esterna, ed individuando nel con-
tempo sia le deformazioni nei materiali sia gli scorrimenti re-
lativi acciaio-calcestruzzo. 

Uno studio critico del modello di aderenza proposto dal 
CEB ha portato alla formulazione di un modello opportuna-
mente modificato, caratterizzato da una drastica riduzione de-
gli scorrimenti in corrispondenza dei quali si mobilitano il 
massimo valore della tensione tangenziale e la tensione tan-
genziale limite. 

Il procedimento è stato quindi impiegato per modellare il 
comportamento di campioni al vero di nodi trave-pilastro, 
provati nel corso di un’ampia campagna sperimentale, otte-
nendo risultati soddisfacenti. 

Un ampio studio parametrico ha anche evidenziato 
l’importanza della corretta valutazione dell’area efficace di 
calcestruzzo da introdurre nel calcolo. 

Sulla base dei risultati ottenuti in questa prima fase, la ri-
cerca si propone nel futuro di approfondire il tema 
dell’aderenza con sperimentazioni mirate ad ottenere legami t -
s più realistici per le travi, di determinare metodologie per la 
valutazione dell’area efficace e di estendere successivamente 
il procedimento all’analisi del comportamento di nodi trave-
pilastro soggetti a sollecitazioni cicliche. 
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SOMMARIO 
Nel presente lavoro si analizza il comportamento meccanico di solai alveolari in presenza di grandi aperture attraverso un 
procedimento teorico-numerico non lineare agli elementi finiti basato sul legame costitutivo PARC. Tale procedimento, utilizzato per 
modellare intere porzioni di impalcato, è stato verificato attraverso il confronto con i risultati di ben documentate prove sperimentali. 
Con riferimento ad alcune tipologie di pannello alveolare disponibili in commercio, sono state inoltre svolte analisi parametriche su 
porzioni di solaio con grandi aperture, facendo variare sia gli spessori degli elementi, che le dimensioni dei fori, al fine di indagare le 
modalità ed i carichi di collasso, nonché il comportamento e la distribuzione dello stato tensionale sotto i carichi di esercizio. 
 
SUMMARY 
In this work, the structural behaviour of precast prestressed hollow core floors with large openings is studied, by performing 
nonlinear finite element analyses. In order to verify the procedure, a European experimental program carried out on a hollow core 
floor provided with an opening at one end has been first modelled. The proposed numerical approach has then been applied to 
analyse the mechanical behaviour of several floors, characterized by different thickness and by different dimensions of opening, 
providing some useful general observations concerning ultimate and serviceability state conditions. 
 
 
1. INTRODUZIONE 

Nella pratica costruttiva corrente gli impalcati per solai 
realizzati con pannelli alveolari possono presentare sia piccole 
aperture (di dimensioni inferiori alla semi-larghezza del 
pannello) per contenere canalizzazioni verticali per impianti o 
per la presenza di pilastri, che grandi aperture (di dimensioni 
pari a uno o due volte la larghezza del pannello) in genere 
derivanti dall’esigenza di realizzare vani scale e ascensore, 
cavedi “tecnici”, ecc. Con riferimento a quest’ultima 
situazione, le aperture possono indurre nei pannelli limitrofi 
elevate sollecitazioni torcenti e taglianti, i cui effetti non sono 
valutabili direttamente con i metodi semplificati disponibili 
nella letteratura tecnico-scientifica. In questi casi, il progettista 
strutturale spesso non ha a disposizione metodi di 
progettazione in grado di fornire risultati certi.  

Anche dal punto di vista della sperimentazione, nella 
letteratura tecnico-scientifica si trovano pochi programmi 
riguardanti prove realizzate su più pannelli alveolari 
assemblati, date le difficoltà tecniche ed economiche che si 
incontrano nell’allestire questo genere di prove. Un esaustivo 
programma sperimentale è stato recentemente condotto presso 
l’istituto di ricerca finlandese VTT, nell’ambito di un 
programma di ricerca europeo denominato “HOLCOTORS”, 
con l’obiettivo di chiarire l’interazione tra taglio e torsione nei 
solai alveolari. Tale programma ha riguardato sia l’analisi del 

singolo pannello [1], che di più pannelli assemblati, in assenza 
[2] e in presenza [3] di grandi aperture.  

Già da alcuni anni gli Autori della presente nota stanno 
affrontando lo studio del comportamento strutturale dei 
pannelli alveolari attraverso un approccio teorico-numerico 
basato su una modellazione ad elementi finiti in campo non 
lineare. Dapprima sono stati analizzati singoli pannelli, 
indagando il loro comportamento meccanico fino al collasso 
per flessione o per taglio [4-6] e confrontando i risultati 
numerici con quelli di ben documentate prove sperimentali. 
Successivamente, in [7], con riferimento alle prove 
sperimentali riportate in [2], è stato affrontato lo studio del 
comportamento strutturale di interi solai alveolari, fornendo 
indicazioni progettuali per quelli vincolati lungo i bordi 
longitudinali. Nella presente nota viene quindi preso in 
considerazione l’ultimo gruppo di prove sperimentali 
precedentemente menzionate [3], condotte su quattro pannelli 
assemblati all’interno dei quali è stata prevista un’apertura di 
grandi dimensioni. Le prove di laboratorio sono state simulate 
utilizzando il procedimento ad elementi finiti già introdotto ed 
opportunamente verificato nei lavori precedenti [4-6]. In 
particolare, in [7], sono state messe a punto le modalità di 
modellazione dei giunti longitudinali che uniscono i singoli 
pannelli tra loro, permettendo un comportamento d’insieme 
attraverso il trasferimento di azioni in prevalenza taglianti. 
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Dopo aver opportunamente verificato la rispondenza tra la 
risposta sperimentale [3] e quella numerica fornita dal modello 
proposto, si è impiegata la medesima modellazione per fornire 
alcune osservazioni di carattere generale in merito al 
comportamento dei pannelli in presenza di grandi aperture. A 
tale scopo, sono stati presi in esame due pannelli di 
produzione della ditta di prefabbricati RDB (Pontenure, PC) 
caratterizzati da due spessori differenti (22 e 40 cm) e da un 
medesimo rapporto tra luce e spessore. Si sono quindi 
modellati impalcati costituiti dall’assemblaggio di un ugual 
numero di pannelli all’interno dei quali sono state ipotizzate 
due possibili aperture: di medie dimensioni (1.20 × 1.20 m 
circa, essendo 1.20 m la larghezza di una singola lastra 
alveolare) e di grandi dimensioni (pari 1.20 m × metà 
lunghezza dei pannelli). In particolare, è stata studiata 
l’influenza esercitata da queste aperture in termini di capacità 
resistente globale del solaio e di stato fessurativo e tensionale.  

Tali indagini parametriche hanno permesso di chiarire 
meglio il comportamento dei pannelli in presenza di aperture 
fornendo anche alcune indicazioni utili per la progettazione. 

 
2. PROVE SPERIMENTALI SU SOLAI ALVEOLARI 

IN PRESENZA DI GRANDI APERTURE [3] 
 
2.1 Breve descrizione delle prove sperimentali 

Presso l’istituto di ricerca finlandese VTT è stato condotto 
un programma sperimentale, dettagliatamente descritto in [3], 
che ha affrontato lo studio del comportamento meccanico di 
solai alveolari in presenza di grandi aperture. La porzione di 
solaio oggetto delle prove era costituita dall’assemblaggio di 
quattro pannelli alveolari affiancati, aventi spessore di 20 cm, 
larghezza pari a 1.2 m e lunghezza 7 m, ad eccezione di uno, 
lungo 6 m, che ha consentito di ottenere nell’impalcato 
un’apertura di 1.2 x 1.0 m (Fig. 1).  

 

 
Figura 1 – Allestimento della prova sperimentale [3]. 

 
I pannelli presentavano un’armatura di precompressione 

costituita da 7 trefoli all’intradosso, aventi diametro nominale 
di 12.5 mm (Fig. 2) e caratterizzati da una tensione fp0.2k pari a 
1640 MPa e da una tensione di rottura fptk di 1860 MPa. La 
tensione iniziale di tiro era di 900 MPa, mentre il calcestruzzo 
impiegato aveva una resistenza cubica a compressione di 60 
MPa.  

Il dispositivo di prova prevedeva che tutti i pannelli 
fossero appoggiati su travi trasversali di supporto, realizzate in 
calcestruzzo gettato in opera (Rck=30 MPa) e rinforzate con 
barre di armatura lenta, ad eccezione del pannello alla cui 
estremità era prevista l’apertura, che è stato appoggiato su di 
un’apposita trave di ripartizione trasversale in acciaio. 

 
Figura 2 – Caratteristiche geometriche della sezione trasversale del 
pannello alveolare impiegato [3]. 

 
L’assemblaggio tra i pannelli è stato quindi realizzato 

mediante giunti longitudinali gettati in opera, rinforzati 
mediante una barra longitudinale di armatura. Il giorno 
successivo al getto, i giunti sono stati prefessurati mediante 
cunei, al fine di rendere il loro comportamento il più 
omogeneo possibile nel corso delle prove di carico.  

La porzione di solaio è stata quindi sottoposta a 12 prove 
di carico, quest’ultimo distribuito su quattro punti, diverse tra 
loro per la posizione del carico stesso (Fig. 3). Nelle prime 10 
prove (Fig. 3a) il carico, progressivamente incrementato, è 
stato limitato ai valori di servizio, mentre nelle ultime 2 (Fig. 
3b) è stato aumentato sino al collasso della struttura. 

 

 
(a)   (b) 

Figura 3 – Condizioni di carico previste per indagare il 
comportamento (a) di servizio, (b) di collasso. 

 
In ciascuna delle 10 prove condotte nell’ambito delle 

condizioni di servizio, il carico è stato incrementato 
monotonicamente fino a circa 100 kN, valore tale da 
mantenere il pannello pressoché integro, con risposta 
meccanica quasi lineare. Dopo aver misurato le grandezze di 
interesse, il carico è stato rimosso, la strumentazione di misura 
azzerata e il macchinario di carico è stato spostato nella zona 
dove era prevista la successiva condizione di carico. Una volta 
terminate le prove di servizio, sono state poi condotte le due 
prove a collasso. 

Ciascuna prova è stata identificata con la sigla FT200:X, 
in cui con 200 si indica lo spessore, in millimetri, del pannello, 
e con X il numero della prova medesima. 

Per quanto riguarda la strumentazione di misura, sono stati 
impiegati trasduttori di spostamento orizzontali e verticali (per 
un totale di circa 120), la cui disposizione è dettagliatamente 
riportata in [3]. In particolare, gli spostamenti verticali sono 
stati misurati lungo tutta l’estensione trasversale 
dell’impalcato in corrispondenza di distanze diverse dalle 
testate. 
 
2.2 Modellazione numerica 

La simulazione numerica delle prove sopra descritte è 
stata condotta attraverso un procedimento analogo a quello 
presentato in [7], relativo allo studio del comportamento 
meccanico di un solaio alveolare formato da 4 pannelli 
affiancati e privo di aperture. Tale metodo si basa su una 
discretizzazione ad elementi finiti tridimensionali tipo “shell” 

a 

a 

b 
c 

b 
c 
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con implementazione del legame costitutivo non lineare per il 
conglomerato armato PARC [8], in grado di tenere in 
considerazione l’influenza dei diversi contributi resistenti che 
si attivano in seguito all’apertura delle fessure. 

I giunti longitudinali che uniscono i singoli pannelli sono 
stati modellati attraverso elementi finiti “shell” verticali in 
grado di trasmettere gli sforzi di taglio. Particolare attenzione 
è stata inoltre posta alla modellazione della trave di 
ripartizione su cui si appoggia il pannello più corto in 
corrispondenza dell’apertura. Nello specifico, gli elementi 
della soletta inferiore, delle due nervature laterali e dei giunti, 
relativi al pannello in corrispondenza della prevista trave di 
ripartizione, sono stati considerati costituiti da acciaio; inoltre, 
si è provveduto alla creazione di elementi aggiuntivi, una 
sorta di “tamponatura” degli alveoli, per simulare il getto 
integrativo effettivamente realizzato in quella zona. 

La suddivisione in elementi finiti adottata per il solaio in 
esame è riportata in Figura 4. Come si può osservare, si è 
ritenuto opportuno infittire la mesh in corrispondenza delle 
zone in cui sono stati applicati i carichi e posizionati gli 
strumenti di misura, oltre che, naturalmente, in prossimità 
dell’apertura. 

 

 
Figura 4 – Discretizzazione  ad elementi finiti adottata per le analisi 
numeriche. 
 
2.3 Confronto tra risultanze numeriche e sperimentali 

Sono state inizialmente condotte le simulazioni numeriche 
relative alle dieci condizioni di esercizio e successivamente 
quelle relative alle due condizioni di rottura. 

Data la modesta entità dei carichi in gioco, nel corso delle 
prime dieci prove la risposta dei pannelli si è mantenuta 
sostanzialmente in campo elastico lineare; per tale ragione, è 
stato possibile condurre analisi lineari tra loro indipendenti, 
anche in virtù della minima influenza esercitata dai diversi 
cicli di carico e scarico sul successivo comportamento 
strutturale dei pannelli.  

Per necessità di sintesi, nel seguito sono riportati i risultati 
ottenuti per tre delle dieci prove considerate, denominate 
FT200:1-3 (Fig. 5), più interessanti in quanto caratterizzate da 
una maggiore vicinanza del carico applicato all’apertura (Fig. 
3). Ogni grafico, su cui è stata indicata tanto la posizione del 
carico applicato quanto quella dell’apertura, riporta in 
ordinata l’abbassamento verticale misurato dai trasduttori 
posizionati in prossimità della linea di applicazione dei carichi 
dei tre casi considerati e in ascissa la distanza del punto di 
misura dal bordo del solaio. Come si può notare, la 
corrispondenza tra le curve sperimentali e quelle ottenute 

numericamente risulta più che soddisfacente per tutti e tre i 
casi considerati; il modello proposto e la discretizzazione 
adottata appaiono pertanto in grado di cogliere con efficacia il 
comportamento trasversale dei pannelli assemblati, anche in 
presenza di aperture. 

La simulazione delle due prove a rottura, condotte in 
campo non lineare utilizzando il modello PARC, ha permesso 
di verificare ulteriormente la modellazione adottata, 
confrontando non solo gli abbassamenti, ma anche il quadro 
fessurativo corrispondente alla crisi dei pannelli.  

 

 

 

 
 

Figura 5 – Confronti numerico-sperimentali in termini di spostamento 
verticale (trasduttori posti lungo l’allineamento a-a, indicato in Fig. 
3b) – distanza dal bordo per le prove FT200:1-3 in corrispondenza 
del massimo carico raggiunto nella prova (100 kN). 
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Le Figure 6 e 7 (rispettivamente relative alle prove 
FT200:11 ed FT200:12) riportano i grafici in cui, 
analogamente alle prove di servizio, viene mostrato il 
confronto tra le curve numeriche e le relative sperimentali in 
termini di spostamento verticale (registrato da trasduttori posti 
su allineamenti diversi) - distanza del punto di misura dal 
bordo del solaio, per valori crescenti del carico. Anche in 
questo caso, il modello proposto si è rivelato in grado di 
rappresentare con buona approssimazione la realtà 
sperimentale, dato il sostanziale accordo tra risultanze 
numeriche e sperimentali sia per la prova FT200:11 (Fig. 6) 
che per la prova FT200:12 (Fig. 7), maggiormente 
significativa in quanto contraddistinta dall’applicazione di un 
carico di intensità elevata situato in prossimità dell’apertura. 

 

 

 
Figura 6 – Confronti numerico-sperimentali in termini di spostamento 
verticale – distanza dal bordo per la prova FT200:11, in 
corrispondenza di un valore di carico applicato pari ad: a) 250 kN 
(trasduttori posti lungo l’allineamento c-c, Fig. 3b); b) 317 kN 
(trasduttori posti lungo l’allineamento b-b, Fig. 3b). 
 

Nelle Figure seguenti vengono inoltre mostrati i principali 
confronti tra il quadro fessurativo ottenuto tramite la 
simulazione agli elementi finiti e quello sperimentale rilevato 
nella soletta superiore (indicato con tratto continuo nelle Figg. 
8 e 9, rispettivamente relative alle prove FT200:11 e 12) ed 
inferiore (indicato nelle medesime figure con linea 
tratteggiata).  

In particolare, i risultati relativi al test FT200:11, riportati 
in Figura 8, evidenziano una soddisfacente corrispondenza tra 
le direzioni principali di fessurazione registrate nel corso della 
prova e quelle ottenute numericamente, mettendo in luce la 
capacità del modello di cogliere anche la rottura localizzata 
nella zona dei giunti.  

Per quanto concerne poi la prova FT200:12, il quadro 
fessurativo numerico (Figg. 10, 11) si mostra particolarmente 
fedele alla realtà anche nelle zone più critiche, in prossimità 
della trave di ripartizione.  

I “contours” numerici evidenziano infatti una significativa 
concentrazione delle lesioni nelle immediate vicinanze del 
collegamento tra la trave di acciaio e il resto della struttura 
(Fig. 10a); sono inoltre ben visibili sia le fessure formatesi 
nella soletta inferiore del solaio (Fig. 10b), che quelle sulle 
spalle libere dei due pannelli adiacenti all’apertura (Fig. 11). 
Queste ultime, in particolare, sono state interessate dalla 
formazione di una classica fessura diagonale diretta dall’area 
di applicazione del carico all’appoggio. L’inclinazione di 
queste fessure ha seguito quella ipotizzata per le isostatiche di 
compressione, essendo all’incirca pari a 30° ed ha 
approssimato con fedeltà l’andamento riscontrato 
sperimentalmente (Fig. 9). 
 

 

 
Figura 7 – Confronti numerico-sperimentali in termini di spostamento 
verticale (trasduttori posti lungo l’allineamento a-a, Fig. 3b) – 
distanza dal bordo per la prova FT200:12, in corrispondenza di un 
valore di carico applicato pari ad: a) 200 kN; b) 236 kN. 
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a)       b)         c)  
Figura 8 – Prova FT200:11: a) quadro fessurativo sperimentale (linea continua: fessure soletta superiore; linea punteggiata: fessure soletta 
inferiore); quadro fessurativo numerico b) nella soletta superiore e c) inferiore. 
 

 
Figura 9 – Prova FT200:12: quadro fessurativo sperimentale (linea 
continua: fessure soletta superiore; linea punteggiata: fessure soletta 
inferiore). 

 

 
a)   b) 

Figura 10 – Prova FT200:12: quadro fessurativo numerico a) nella 
soletta superiore e b) inferiore. 
 

 
 

Figura 11 – Quadro fessurativo numerico a rottura sul fianco 
dell’apertura. 

 
3. APPLICAZIONE DEL MODELLO NUMERICO 

ALL’ANALISI DI IMPALCATI CON GRANDI 
APERTURE 

I buoni risultati ottenuti sia in ambito lineare che non 
lineare hanno quindi permesso di utilizzare il modello 
numerico per indagare in modo approfondito e dettagliato 
l’influenza esercitata delle aperture – e dalle loro dimensioni – 
sul comportamento complessivo dell’impalcato. 

A questo scopo, viene qui presentata un’analisi 
parametrica condotta considerando due diversi tipi di pannelli, 
appartenenti alla medesima serie (prodotta dalla ditta di 
prefabbricazione RDB), ma caratterizzati da altezze differenti 
(22 e 40 cm). 
 
3.1 Analisi di un impalcato con aperture costituito da 

pannelli H22 
Le analisi condotte hanno inizialmente riguardato la 

simulazione di un impalcato costituito dall’assemblaggio di 5 
pannelli alveolari, ciascuno di altezza pari a 22 cm e larghezza 
di 1.20 m (denominati nel seguito H22), aventi la sezione 
trasversale indicata in Figura 12.  
 

Figura 12 – Sezione trasversale dei pannelli costituenti l’impalcato 
analizzato (H=22 cm). 
 
Tabella 1 – Resistenze caratteristiche dei materiali 
Materiali Resistenze caratteristiche (N/mm2) 
Calcestruzzo pannelli Rck� 55 
Calcestruzzo giunti Rck� 30 
Armatura pannelli fptk� 1870 
 
Tabella 2 – Caratteristiche dei trefoli di precompressione 
Strato Sezione armatura  

(cm2) 
Precompressione 
(N/mm2) 

1 7.44 1100 
2 1.04 1100 
 

La lunghezza di ogni pannello – considerando un rapporto 
frequentemente utilizzato nella comune prassi progettuale – è 
stata ipotizzata pari a 35 volte il suo spessore, ovvero, in 
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questo caso, pari a 7.7 m; la luce netta dell’impalcato, 
semplicemente appoggiato, è stata quindi assunta pari a 7.4 m. 
Le caratteristiche meccaniche dei materiali impiegati e dei 
trefoli di precompressione sono riportate con maggior 
dettaglio nelle Tabelle 1-2. Si sottolinea che nelle 
modellazioni riportate nel seguito sono stati utilizzati i valori 
di progetto delle resistenze dei materiali. 

Le analisi numeriche sono state condotte partendo da una 
schematizzazione dei pannelli del tutto analoga a quella 
precedentemente descritta, mantenendo tuttavia un passo di 
discretizzazione più ampio ed uniforme per limitare gli oneri 
di calcolo.  

La porzione di solaio indagata è stata dapprima 
assoggettata a carichi uniformemente distribuiti corrispondenti 
alle diverse situazioni di progetto, ovvero esercizio e stato 
limite ultimo; successivamente, tali carichi sono stati 
incrementati fino al raggiungimento della rottura numerica 
dell’impalcato, assunta quando i materiali pervengono alla 
deformazione ultima.  

Per meglio comprendere l’influenza esercitata 
dall’apertura – e dalle sue dimensioni – sul comportamento 
meccanico globale della porzione di solaio esaminata sono 
state considerate quattro diverse situazioni: una prima, di 
riferimento, corrispondente al caso di un singolo pannello 
(avente medesima geometria e discretizzazione dei pannelli 
assemblati), una seconda, in cui si è modellato l’impalcato in 
assenza di fori, ed infine una terza ed una quarta in cui è stata 
rispettivamente simulata la presenza di un’apertura di medie 
dimensioni (1.2 x 1.2 m) e una di grandi dimensioni (pari a 1.2 
x 3.85 m, ovvero metà lunghezza del pannello). 

La Figura 13 sintetizza i diversi comportamenti osservati 
per le quattro situazioni sopraindicate, confrontando le 
rispettive risposte numeriche, riportate in termini di momento 
agente-abbassamento in mezzeria, con i valori di progetto 
(ottenuti in base alla vigente normativa) del momento di 
servizio, del momento agente allo SLU e del momento 
resistente della sezione. 
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Figura 13 – Momento-abbassamento nel punto di mezzeria per le 
quattro situazioni teoriche indagate (H=22 cm) assumendo valori di 
progetto (VP) delle resistenze dei materiali. 

 
Le curve riportate in Figura 13 evidenziano, come ci si 

poteva attendere, una sostanziale coincidenza tra la risposta 
numerica relativa al singolo pannello e quella del solaio 
composto da 5 pannelli affiancati in assenza di fori. 
L’impalcato in cui è stata praticata l’apertura media (1.2 ́  1.2 

m) mostra inizialmente un comportamento simile a quello del 
solaio integro; tuttavia, dopo il superamento del momento 
resistente sezionale, si assiste ad una rottura prematura dovuta 
alla crisi del calcestruzzo localizzato in prossimità della zona 
più debole dell’apertura. Nell’ipotesi di apertura più grande 
(1.2 ́  3.85 m), questo tipo di crisi diviene ancora più evidente 
e, conseguentemente, l’andamento della curva si presenta 
ancora più “limitato” rispetto alle altre situazioni precedenti, 
rimanendo al di sotto della soglia del momento resistente 
relativo al singolo pannello.  

Si può pertanto concludere che il comportamento 
dell’impalcato nel suo insieme rimane pressoché il medesimo 
indipendentemente dalla dimensione dell’apertura in esso 
praticata; tuttavia, ad una maggiore dimensione del foro 
corrisponde una crisi strutturale sempre più anticipata (e legata 
proprio al cedimento prematuro nelle zone limitrofe al foro 
stesso). 

Per meglio indagare il comportamento della zona “critica” 
dell’impalcato, ovvero quella in prossimità dell’apertura, può 
essere interessante l’esame di Figura 14, nella quale è stato 
riportato, per entrambi i casi esaminati (foro di 1.2 x 1.2 m e 
1.2 x 3.85 m), l’andamento delle tensioni tangenziali generate 
dall’effetto di ancoraggio e trasmissione degli sforzi prodotto 
dalla trave di ripartizione in acciaio. Per ottenere risultati 
significativi e facilmente interpretabili, l’analisi è stata limitata 
ai carichi corrispondenti all’esercizio (campo lineare). 
 

-4.00E+00

-3.00E+00

-2.00E+00

-1.00E+00

0.00E+00

1.00E+00

2.00E+00

3.00E+00

4.00E+00

0 1200 2400 3600 4800 6000

Distanza (mm)

T
en

si
on

i t
an

ge
nz

ia
li 

(N
/m

m
2 )

Apertura 1,2 x3,85

Apertura 1,2 x 1,2

5 Pannelli interiApertura

 
Figura 14 – Andamento delle tensioni tangenziali nella soletta 
superiore dell’impalcato H22. 
 

Come si può osservare, l’andamento delle tensioni è 
caratterizzato dalla presenza di un picco proprio in 
corrispondenza delle due zone di ancoraggio (zone in cui, 
peraltro, avviene la rottura), mostrando poi una progressiva 
attenuazione (fino quasi ad annullarsi) spostandosi verso i 
bordi della struttura. Sebbene la risposta dei due impalcati 
considerati sia qualitativamente simile, i valori di tensione che 
si registrano nel solaio con apertura maggiore sono nettamente 
superiori (circa il 50% in più) rispetto a quelli relativi al solaio 
con apertura minore. In quest’ultimo caso, inoltre, 
l’andamento delle tensioni mostra uno smorzamento molto più 
repentino, attestandosi su valori pressoché nulli già nelle zone 
immediatamente adiacenti al foro. 

Nella medesima Figura è stata inoltre riportata, a titolo di 
verifica, la curva relativa ai 5 pannelli “integri” affiancati, 
caratterizzata da un andamento pressoché nullo, non 
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manifestandosi cause tali da indurre l’insorgere di tensioni 
tangenziali di rilievo. 
 
3.2 Analisi di un impalcato con aperture costituito da 

pannelli H40 
Le medesime analisi sono state successivamente ripetute 

considerando anche un’altra tipologia di pannelli alveolari, 
caratterizzata da uno spessore maggiore, pari a 40 cm, 
denominati nel seguito H40 (Fig. 15). Anche in questo caso, la 
lunghezza dei pannelli, assunta pari a 14 m, è stata calcolata 
mantenendo un rapporto luce/spessore pari a 35.  

Le caratteristiche meccaniche dei materiali impiegati sono 
le medesime già riportate in Tabella 1, mentre le 
caratteristiche dell’armatura di precompressione sono descritte 
con maggior dettaglio in Tabella 3. Anche in questo caso le 
modellazioni sono state effettuate con riferimento ai valori di 
progetto delle resistenze dei materiali. 
 
Tabella 3 – Caratteristiche dei trefoli di precompressione 
Strato Sezione armatura  

(cm2) 
Precompressione 
(N/mm2) 

1 10.23 1100 
2 2.79 1100 
3 2.79 1100 
 

 
Figura 15 – Sezione trasversale dei pannelli costituenti l’impalcato 
analizzato (H=40 cm). 
 

In modo del tutto analogo a quanto già descritto per i 
pannelli H22, sono stati ancora una volta analizzati 4 casi 
differenti, corrispondenti al singolo pannello, al solaio formato 
da 5 pannelli solidarizzati con giunti e al solaio formato da 5 
pannelli in presenza di un’apertura di medie dimensioni (1.2 ́  
1.2 m) ed una di grandi dimensioni (pari a 1.2 ´  7 m, 
corrispondente a metà lunghezza del pannello). 

I criteri seguiti per la realizzazione della mesh e per 
l’applicazione dei carichi sono sostanzialmente analoghi a 
quelli del caso precedente. 

In Figura 16 sono stati quindi sintetizzati i diversi 
comportamenti osservati per le quattro situazioni 
sopraindicate, confrontando la risposta numerica, 
rappresentata in termini di momento agente-abbassamento in 
mezzeria, con i valori di progetto (ottenuti in base alla vigente 
normativa) del momento di servizio, del momento agente allo 
SLU e del momento resistente della sezione. 

Anche in questo caso, le curve di Figura 16 evidenziano 
una sostanziale coincidenza tra la risposta numerica relativa al 
singolo pannello e quella del solaio composto da 5 pannelli 
affiancati in assenza di fori, riproponendo, al contempo, 
l’interruzione prematura delle analisi per quanto riguarda i 
solai con le aperture. Aumentando lo spessore del pannello, 
tuttavia, l’impalcato con apertura di 1.2 x 1.2 m – isolando la 
rottura locale – mostra un comportamento ancora più simile a 
quello dell’ impalcato senza apertura; ciò è giustificabile 

considerando che, rispetto alle dimensioni totali della struttura, 
questo tipo di foro ha meno incidenza rispetto al caso 
corrispondente dell’H22. Anche per quanto concerne il solaio 
con apertura più grande è evidente come la rottura in 
corrispondenza della zona “critica” si ripercuota in modo 
significativo sul comportamento dell’intero sistema. 
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Figura 16 – Momento-abbassamento nel punto di mezzeria per le 
quattro situazioni teoriche indagate (H=40 cm) assumendo valori di 
progetto (VP) delle resistenze dei materiali. 

 
3.3 Confronti tra le risposte numeriche dei pannelli 

indagati 
Come ulteriore spunto di riflessione, in Figura 17 vengono 

riportate “in parallelo” le curve relative ai due tipi di pannelli 
studiati (H22 e H40) in presenza e in assenza di apertura (in 
questo caso l’apertura considerata è la più grande possibile in 
entrambe le situazioni). 
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Figura 17 – Confronti tra le risposte numeriche degli impalcati H22 e 
H40 con e senza apertura. 
 

La perdita di resistenza dell’impalcato con grande 
apertura, in termini di capacità portante, è quantificabile, sia in 
un caso che nell’altro, in circa il 30% del valore ultimo 
corrispondente all’impalcato privo di fori. Si ritiene inoltre 
opportuno osservare come la risposta dell’impalcato con 
apertura 1.2 x 7 m (costituito da pannelli H40) possa essere 
considerata più critica rispetto a quella dell’impalcato 
“corrispondente” costituito da pannelli H22, dal momento che 
il collasso è stato raggiunto in corrispondenza di un valore più 
basso del momento sollecitante di progetto MSd ed il 
comportamento globale risulta meno duttile.  

In Figura 18 vengono poste a confronto, per le due 
tipologie di pannelli studiati, le curve relative all’andamento 
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delle tensioni tangenziali nello sviluppo trasversale 
dell’impalcato nella zona limitrofa alla trave di ripartizione, a 
partire dal punto di ancoraggio della trave stessa fino al bordo 
laterale della struttura. Si limita il confronto al caso di grande 
apertura. Ancora una volta, per ottenere dei risultati 
significativi e facilmente interpretabili, l’analisi è stata limitata 
ai carichi corrispondenti all’esercizio (campo lineare). 

E’ interessante notare come, nel caso dell’H40, si abbia un 
picco di valori più alto rispetto all’H22, ad ulteriore 
testimonianza di come la dimensione dell’apertura influisca 
sullo stato tensionale. È altrettanto degno di nota il graduale 
annullamento di entrambi i grafici spostandosi verso i bordi 
del solaio. 

Per completezza si è anche riportato il corrispondente 
andamento nel caso di struttura integra ed è evidente come 
questi valori siano prossimi allo zero per tutto lo sviluppo 
trasversale dell’ impalcato. 
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Figura 18 – Andamento delle tensioni tangenziali nello sviluppo 
trasversale dell’impalcato per i due casi considerati (H22 e H40). 
 
6. CONCLUSIONI 

In questo lavoro è stato presentato un metodo teorico-
numerico per l’analisi del comportamento strutturale di 
impalcati da solaio realizzati con pannelli alveolari 
precompressi caratterizzati dalla presenza di aperture di 
diverse grandezze. La modellazione proposta, con particolare 
riguardo alla schematizzazione dei giunti longitudinali e della 
trave di ripartizione posta in corrispondenza dell’apertura, è 
stata opportunamente verificata attraverso il confronto con un 
dettagliato programma sperimentale presente nella letteratura 
tecnica. 

Successivamente, tale procedimento è stato esteso ed 
applicato all’analisi di impalcati di uso corrente, costituiti da 5 
pannelli affiancati (di diverse altezze, 22 e 40 cm), in presenza 
di aperture “medie” (1.2 x 1.2 m) e “grandi” (1.2 m x metà 
lunghezza dei pannelli) con un rapporto tra luce e spessore dei 
pannelli pari a 35. 

Le analisi condotte hanno evidenziato una sostanziale 
affinità di comportamento tra impalcati di altezza diversa in 
presenza di fori. Come è lecito attendersi, l’apertura più estesa 
determina la maggiore riduzione di capacità portante rispetto 
al singolo pannello integro (pari a circa il 30%), mentre 
l’influenza esercitata dall’apertura più piccola risulta 
sensibilmente inferiore, consentendo, per entrambi i casi 
esaminati, il superamento del momento sollecitante di 

progetto. Aumentando l’altezza, tuttavia, il comportamento 
dell’impalcato si è rivelato meno duttile e, per i pannelli H40 
con grande apertura, si è osservata una rottura prematura che 
non ha consentito il raggiungimento del momento sollecitante 
di progetto. 

Rispetto all’impalcato privo di fori, in cui la crisi avviene 
per flessione longitudinale in seguito allo snervamento 
dell’armatura di precompressione, nel caso di impalcati con 
aperture si manifesta una crisi locale – in prossimità della 
apertura stessa – lato calcestruzzo, imputabile all’incremento 
di tensioni tangenziali in questa zona “critica”. 

I risultati così ottenuti potranno in seguito essere estesi 
conducendo analisi parametriche che considerano tutte le 
variabili in gioco nel problema, ovvero differenti tipologie di 
sezioni trasversali, differenti quantitativi di armatura di 
precompressione, diversi rapporti tra luce e spessore e diverse 
tipologie di aperture. 
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SOMMARIO 
La memoria si colloca nell’ambito di una ricerca finalizzata allo studio del comportamento dei nodi e delle unioni delle strutture 
prefabbricate con l’obiettivo di dare pratica applicazione ai criteri di duttilità e di gerarchia delle resistenze che le nuove norme 
sismiche introducono sistematicamente. La ricerca fa riferimento alla larga gamma delle unioni prevalentemente a secco realizzate 
con dispositivi meccanici nella maggior parte delle costruzioni prefabbricate e prevede una ampia campagna sperimentale volta a 
caratterizzarne le prestazioni sismiche. La memoria descrive il programma sperimentale attualmente in corso ed i primi risultati 
ottenuti con specifico riferimento al caso delle unioni trave-tegolo. 

 
 

SUMMARY 
The paper is developed in the context of a research program aimed to investigate the behavior of joints and connections of precast 
structures. The objective of this research is to give practical application of the capacity design criteria systematically introduced by 
the seismic code. The research refers to the wide range of dry-connections usually realized with mechanical devices in precast 
systems and consists of a large experimental campaign aimed to characterize the seismic performance of the connections themselves. 
The paper describes the experimental program currently under development and presents the first results obtained for the case of roof 
element to beam connections. 
 
 
1. INTRODUZIONE 
 

Le costruzioni prefabbricate hanno una larghissima 
diffusione e rappresentano, per alcune tipologie di edifici, un 
cospicuo patrimonio edilizio. Nel settore degli edifici 
industriali (prevalentemente monopiano), la soluzione con 
struttura prefabbricata costituisce più dell’80 % del totale e 
ora anche per gli edifici pluripiano con destinazione 
prevalentemente commerciale la soluzione prefabbricata si va 
sempre più imponendo. 

Per avere un’idea della diffusione delle costruzioni 
prefabbricate basti pensare che nel solo anno 2002 sono stati 
realizzati circa 20 milioni di mq di orizzontamenti 
prefabbricati. Nel complesso l’industria italiana della 
prefabbricazione vede attive circa 500 aziende con un totale 
di circa 20000 addetti. Questi dati indicano la rilevanza 
sociale ed economica della ricerca: sociale in quanto riguarda 
il primario aspetto della protezione civile (salvaguardia delle 
vite umane) in occasione di terremoti; economica in quanto si 
riferisce ad un importante settore dell’industria nazionale. 

Da questa industria emerge il forte interesse per la 
completa ed organica soluzione dei problemi della 
progettazione sismica riferita appunto alle strutture 
prefabbricate. Già molti aspetti di questa progettazione sono 

stati indagati con ricerche su scala nazionale ed europea, [1], 
[4], [15], supportate dall’associazione nazionale di categoria o 
da singole aziende del settore. Così l’analisi dell’assieme 
strutturale, la valutazione delle sue risorse di duttilità e della 
conseguente capacità dissipativa sotto azione sismica, il 
corretto calcolo dei principali elementi (travi, pilastri, …) sono 
stati messi a punto con indagini sperimentali e teoriche [3], [5] 
che portate in sede CEN hanno contribuito alla corretta 
redazione del nuovo Eurocodice 8 [9]. Manca ora l’aspetto 
chiave costituito dal comportamento dei collegamenti fra gli 
elementi prefabbricati. 

I risultati dello studio di questo comportamento porterà ad 
una immediata ricaduta industriale orientando la pratica 
progettazione degli uffici tecnici delle aziende. L’industria 
stessa della prefabbricazione mostra il suo pieno interesse 
offrendo, attraverso la sua associazione di categoria 
Assobeton, una base finanziaria per contratti di ricerca con 
enti universitari, garantendo anche il supporto delle sue 
competenze professionali e la fornitura dei campioni per la 
sperimentazione. Ma il principale supporto viene dal Progetto 
triennale 2005/2008 – DPC/RELUIS, Valutazione e riduzione 
della vulnerabilità di edifici esistenti, nel quale la ricerca è 
stata inserita come parte del Task 9 Prefabbricazione – Linea 2 
calcestruzzo armato. 
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Il consorzio degli enti coinvolti nella ricerca è così 
composto: 
-  Politecnico di Milano; 
-  Università di Bergamo; 
-  Università di Bologna; 
-  Università di Firenze; 
-  Università di Molise; 
-  Università di Napoli; 
-  Università di Pisa; 
-  Sezione Strutture di Assobeton; 
Il lavoro è coordinato dal prof. Giandomenico Toniolo. 

La ricerca si pone l’obiettivo di dare una risposta alla 
necessità ampiamente sentita di una soluzione 
scientificamente completa circa i problemi della progettazione 
dei nodi e delle unioni delle strutture prefabbricate, dando 
pratica applicazione ai criteri di duttilità e di gerarchia delle 
resistenze (capacity design) [2] che le nuove norme sismiche 
introducono sistematicamente. 

Si tratta dell©aspetto fondamentale che governa e 
condiziona il comportamento sismico delle costruzioni 
prefabbricate. Posto che i singoli elementi, come pilastri, travi 
e solai, vengano correttamente progettati in base agli 
aggiornati criteri dell©Ingegneria sismica, l©esito della 
progettazione stessa in termini di affidabilità della sicurezza 
resta giustificato solo se vengono compiutamente risolti tutti i 
complementari aspetti del comportamento strutturale 
d©assieme che dipendono dal corretto funzionamento delle 
connessioni e dal loro efficace posizionamento.  

Oltre a garantire la resistenza delle connessioni stesse 
prevenendo ogni loro possibile rottura fragile precoce, si 
dovranno considerare le componenti secondarie di sforzo 
indotte negli elementi portanti, come le travi, dalle diverse 
eccentricità tra elementi e vincoli, attraverso anche il 
funzionamento a diaframma di solai e copertura [10]. 

Si dovranno dunque approfondire questi importanti aspetti 
che riguardano i punti chiave per i quali passano le azioni che 
consentono il pieno esplicarsi delle risorse di duttilità della 
struttura. 

La ricerca si riferisce alla larga gamma delle unioni 
prevalentemente a secco realizzate con dispositivi meccanici 
nella maggior parte delle costruzioni prefabbricate. Non 
vengono comprese le unioni con getti integrativi in opera nè i 
dispositivi di isolamento e smorzamento sismico. 

La presente memoria richiama le varie tipologie di 
connessione oggetto della ricerca e, con specifico riferimento 
al caso delle unioni trave-tegolo, descrive il programma 
sperimentale attualmente in corso ed i primi risultati ottenuti. 

 
2. TIPOLOGIA DELLE UNIONI 
 

La ricerca si propone di esaminare le più diffuse tipologie 
di connessione con riferimento ai principali ordini di unioni 
presenti in una struttura prefabbricata, valutando in primo 
luogo i livelli di resistenza e duttilità nel loro tipico 
funzionamento ed i parametri di rigidezza necessari per la loro 
rappresentazione nell©ambito dei modelli globali di analisi 
strutturale. 

Per queste valutazioni si fa uso principalmente 
dell©approccio sperimentale con prove cicliche su prototipi 
rappresentativi dei particolari locali delle strutture. Vengono 
preliminarmente stabiliti dei protocolli di prova, con 

definizione degli assetti, delle storie di carico e dei parametri 
valutativi delle risposte, in modo da ottenere risultati quanto 
più generali possibile e coerenti con i metodi dell©analisi 
strutturale. 

Il primo ordine si riferisce alle unioni reciproche tra 
elementi di solaio (o copertura) e, nel comportamento sismico 
del complesso strutturale, riguarda la fondamentale azione 
diaframma del solaio stesso grazie alla quale le forze inerziali 
vengono ripartite sui diversi elementi verticali resistenti, 
assicurando nel contempo una risposta globale uniforme e 
coerente. 

In questo ambito si considerano solai e coperture con 
elementi affiancati, uniti con connessioni puntuali fatte di 
profilati metallici e saldature, senza getti di completamento in 
opera, dove vari tipi di elementi sono impiegati come i classici 
pannelli nervati. 

Il secondo ordine si riferisce alle unioni tra elementi di 
solaio e travi portanti, unioni che forniscono i vincoli 
perimetrali del diaframma di piano nel suo comportamento 
sotto azione sismica. Verranno sperimentati i classici tipi di 
unioni meccaniche fatte di dispositivi metallici variamente 
ancorati nelle parti. 

Questa tipologia riguarda tutti i tipi di solaio e copertura, 
sia quelli con elementi affiancati solidarizzati da una soletta 
gettata in opera o reciprocamente collegati con connessioni 
puntuali, sia quelli di copertura distanziati dall’interposizione 
di elementi “cechi” o “trasparenti”. 

Il terzo ordine si riferisce alle unioni tra trave e pilastro, 
unioni realizzate da coppie di barre passanti o altri dispositivi 
che devono garantire il funzionamento a cerniera nella 
direzione della trave ed il funzionamento ad incastro nella 
direzione ortogonale. 

Se nel complesso il comportamento di una tale 
connessione appare scontato, restano da esaminare nel 
dettaglio i particolari dell©appoggio necessari per consentire sia  
un©articolazione senza danni della cerniera al livello del 
terremoto frequente sia una adeguata resistenza sotto l©azione 
combinata delle due componenti ortogonali del sisma al livello 
del terremoto raro. 
 Un quarto ordine si riferisce alle unioni tra segmenti di 
pilastro o tra pilastro e fondazione realizzate con connessioni 
per aderenza delle armature all’interno di manicotti riempiti in 
opera con malta. 
 Queste unioni rappresentano una utile alternativa quando le 
grandi dimensioni dei pilastri creano problemi di trasporto alle 
altre tradizionali soluzioni (monolitiche a tutta altezza su plinti 
a pozzetto). La sperimentazione deve mettere in luce le 
proprietà derivanti dall’aderenza potenziata nell’ancoraggio 
delle barre. 
 Un quinto ordine di unioni si riferisce agli attacchi dei 
pannelli di tamponamento alla struttura, attacchi che devono 
garantire la stabilità dei pannelli stessi, ma soprattutto 
consentire i grandi scorrimenti di piano attesi sotto azione 
sismica. La limitazione �  �  1 % assegnata a tale scorrimento 
dalle competenti norme è subordinato infatti al coerente 
progetto delle connessioni in questione. 
 Per questo ordine di unioni si vogliono esaminare i tipi di 
connettori attualmente in commercio, verificandone il 
comportamento per via sperimentale con riserva di eventuali 
interventi modificativi per il necessario adeguamento ai 
requisiti del corretto comportamento sismico. 
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 Non vengono invece considerate le unioni tra pilastro e 
fondazione  nella tradizionale soluzione dei plinti a pozzetto che 
trovano un perfetto comportamento monolitico, ormai pienamente 
comprovato dalla lunga esperienza applicativa e sperimentale. 
 
3. SPERIMENTAZIONE 
 

Nel programma sperimentale descritto nel seguito si 
considerano le unioni del secondo ordine e, nello specifico, si 
analizzano le unioni tegolo-trave. 

Obiettivo della sperimentazione è quello di ottenere risultati 
che permettano la caratterizzazione delle risorse di duttilità 
degli elementi di connessione per rendere poi possibile la loro 
corretta rappresentazione all’interno dei modelli di analisi. 

 
3.1 Programma di prova 

La verifica sperimentale delle risorse di duttilità di un 
elemento strutturale sotto azioni alterne, come possono essere 
quelle di un sisma, richiede l’opportuna definizione della 
storia di carico.  

La prima fase del programma sperimentale prevede una prova 
preliminare di tipo push-over (fig.1) al fine di determinare i 
parametri caratteristici di snervamento dy e Fy  e quelli di 
rottura du e Fu. Tale prova permette di ricavare i parametri 
necessari alla corretta calibrazione delle prove cicliche. 

Al fine di rappresentare significativamente le risorse 
intrinseche di un elemento sotto azione sismica, si impongono 
asseganti cicli di spostamento registrando le risposte in termini 
di curve forza-spostamento e deducendo da queste alcuni 
parametri che quantificano la prestazione del prototipo 
sperimentato.  

 

d y d u

Fy

Sp o s ta m en to

F
o

rz
a

 
Fig.1 – Prova preliminare tipo push-over 
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Fig.2 – Prova ciclica: storia di spostamento 

Diversi criteri possono essere assunti per la scelta dei cicli 
di carico. Durante un sisma, l’esperienza ha mostrato un 
numero limitato di scosse violente. Convenzionalmente ci si 
può riferire ad un numero di cicli pari a 3, rilevando  a tale 
limite la caduta relativa di resistenza con: 

1

31

H

HH -
=j     (1) 

essendo H1 la forza massima rilevata al primo ciclo di carico 
ed H3 quella rilevata al terzo ciclo (fig.2). 

Eseguendo la prova in controllo di spostamento i primi 3 
cicli vengono effettuati sul valore di snervamento ricavato 
dalla prova push-over. Ai successivi cicli, sempre a serie di 3, 
viene applicato un incremento di carico pari a:  

yd
4
1

=D      (2) 

sino a portare a rottura il campione. 
Le prove cicliche forniscono direttamente le curve forza-

spostamento del tipo di quelle riportate in fig.3.a. Da queste si 
ottengono le informazioni relative al degrado di resistenza ed 
alla capacità dissipativa. La fig.3.b mostra il diagramma 
dell’energia dissipata U, calcolata per i semicicli successivi di 
fig.3.a. Nella fig.3.b si mostra anche come un più significativo 
valore della capacità dissipativa di un elemento può essere 
ottenuto rapportando i valori sperimentali U a quelli teorici U0 
associati ad un ciclo elastico perfettamente plastico. Come si 
deduce dalla fig.3.c, l’energia di un semiciclo di questo 
modello è data da:  

( )HddU y-= 20
    (3) 

 
3.2 Impianto di prova 

Da una prova sperimentale è possibile valutare 
correttamente gli aspetti legati al comportamento dei 
connettori coinvolti. Più difficile è invece simulare le 
condizioni al contorno che si incontrano nella reale situazione 
di esercizio. E’ evidente quindi la necessità di progettare 
l’impianto sperimentale in modo che la situazione di prova 
ricalchi il più possibile le condizioni al contorno originali, al 
fine di permettere la formazione indisturbata dei meccanismi 
di rottura, senza interferenze con i contrasti o i supporti 
necessari allo svolgimento della prova.  

Le prove vengono eseguite presso il Dipartimento di 
Ingegneria Strutturale del Politecnico di Milano, nel 
complesso del Laboratorio Prove Materiali. Lo spazio per le 
prove su elementi strutturali al vero è dotato di un pavimento 
di spessore 1,5 m sul quale è previsto un sistema di ancoraggio 
costituito da una maglia di triangoli equilateri (Fig.4). Su tale 
maglia è stato studiato l’impianto della prova longitudinale e 
di quella trasversale delle connessioni tegolo-trave.  

Nello schema di fig.5, in cui è mostrato l’impianto della 
prova ciclica longitudinale, si possono distinguere due travi 
ancorate al pavimento a cui è collegato un segmento di tegolo 
di lunghezza 160 cm. 

Le connessioni previste sono 4 per ogni segmento di 
tegolo e verranno installate e successivamente sollecitate 
singolarmente. Per evitare traslazioni trasversali o verticali 
degli appoggi liberi del tegolo, vengono predisposti binari e 
guide atti ad impedire tali movimenti. Per eseguire la prova 
viene utilizzato un martinetto idraulico a doppio effetto, 
capace di applicare sino a 660 kN in compressione e 460 kN 
in trazione, avendo stimato che per portare a rottura per taglio 
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una singola connessione sono necessari 25 kN. Il carico viene 
applicato all’altezza della connessione. In fig.6 è mostrato un 
particolare della connessione tegolo-trave. La gamba del 
tegolo è collegata alla trave mediante angolari metallici fissati 
con tasselli � 16/25 mm. Dato che la sperimentazione è volta 
all’indagine della duttilità della connessione si è armato il 

tegolo sovradimensionando le armature rispetto alla resistenza 
dei connettori (fig.7).   

In fig.8 è rappresentato l’impianto della prova ciclica 
trasversale. In questo caso vengono sollecitate due connessioni 
alla volta ed il martinetto viene fatto agire perpendicolarmente 
alla gamba del tegolo all’altezza dell’ala superiore. 
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Fig.4 – Piastra di ancoraggio dell’impianto di prova. 

4. PROVE PRELIMINARI 
 

Come evidenziato in precedenza (vedi par.3.1) si rende 
necessaria l’esecuzione di prove preliminari per la corretta 
definizione della storia di carico. 

Le prove preliminari vengono svolte utilizzando una 
semplificazione geometrica degli elementi. La fig.9 mostra 
l’assetto che simula una connessione tegolo-trave ruotata di 
90°.  I due elementi laterali più sottili rappresentano le gambe 
del tegolo, mentre il blocco centrale simula la trave. La 
configurazione simmetrica si è resa necessaria per agevolare 
la sperimentazione.  

Tutto il sistema è posizionato su di una trave in acciaio 
2UPH300 ancorata al pavimento. Gli elementi laterali sono 
collegati alla trave di base mediante barre filettate Ø 38 mm 
bullonate alle estremità. L’impianto di prova è stato studiato 
per poter anche eseguire una prova ciclica e per questo 
motivo sono stati posizionati due martinetti contrapposti a 
singolo effetto sotto e sopra l’elemento centrale. 
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Sono stati installati due tipi di trasduttori potenziometrici 
caratterizzati da corse diverse. Le traslazioni del blocco 
centrale sono monitorate da tre penny, con una corsa da 
150 mm, il primo dei quali costituisce anche il controllo della 

prova, eseguita appunto in controllo di spostamento. Per 
monitorare le traslazioni, le rotazioni e gli spostamenti fuori 
piano degli angolari metallici, sono stati utilizzati dei gefran, 
con una corsa pari a 10 mm (fig.11).  

 

 
 

Fig.5 – Impianto per la  prova ciclica longitudinale 
 
 
 

 
Fig.6 – Particolare della connessione 

 
 
 
 

 
 

 
 

Fig.7 – Dettagli di armatura del tegolo 
 

 
 

 
 

Fig.8- – Impianto per la  prova ciclica trasversale 
 
 
4.1 Risultati della prima prova 

I risultati ottenuti dalla prima prova preliminare non sono 
stati quelli attesi, ma tale prova ha fornito comunque una serie 
di informazioni utili per rivedere le dimensioni di alcuni 
elementi. 

In fig.12 sono rappresentati i risultati in termini di curve 
forza-spostamento relative ai trasduttori posizionati 
sull’elemento centrale. Dal loro esame si evidenzia, oltre alla 
fase iniziale con funzionamento ad attrito, un comportamento 
elastico fragile.  

Non si è potuto apprezzare la duttilità delle connessioni a 
causa della rottura precoce del copriferro come mostrato in 
fig. 13. In ogni caso anche gli elementi laterali strumentati 
hanno mostrato traslazioni sia nel piano sia fuori piano 
(fig.14) e per quelli non  strumentati è stato comunque 
possibile rilevare visivamente tali spostamenti (fig.15). 

La presenza di un’abbondante armatura, capace di 
sostenere il carico ultimo della prova, non ha impedito la 
formazione di una macroscopica fessura con distacco del 
bordo terminale dell’elemento trave. Le armature infatti sono 
entrate pienamente in funzione solo dopo la fessurazione. Solo 
la pretensione delle armature avrebbe potuto evitare tale 
fessurazione. Gli angolari metallici hanno subito delle 
contenute distorsioni (fig.13) mostrando di essere largamente 
sovradimensionati rispetto al resto, mentre i bulloni passanti 
hanno subito vistose piegature plastiche (fig.14) 

I tasselli sollecitati a taglio si sono inclinati ed hanno 
provocato un allargamento del foro di alloggio.  
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a) 

  
b) 
 

Fig.9 – Impianto per la  prova preliminare: a) vista frontale; b) vista laterale 
 
 

a) 

 

b) 
Fig.10 – Dettagli di armatura del prototipo della prova preliminare: 

a) elemento centrale; b)elementi laterali 

 
Fig. 11 – Strumentazione per la  prova preliminare 

 
4.2 Osservazioni 

Nel corso della prova non si sono potute determinare le 
caratteristiche di duttilità dei dispositivi metallici. E l’esito 
così come sopra descritto ha posto l’attenzione sui particolari 
costruttivi delle adiacenti parti in calcestruzzo armato, che 
possono rappresentare il punto debole della connessione. 

Si fa notare come il cedimento della connessione può 
essere determinato da: 
-  rottura per taglio o flessione del bullone passante; 
-  rottura per taglio dei tasselli; 
-  rottura per distorsione degli angolari; 
-  rottura per trazione dei bordi in calcestruzzo degli 

elementi in c.a. collegati. 
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Fig.12 – Prima prova:diagramma  forza-spostamento  

 
 

 
Fig. 13 – Prima prova: crisi lato calcestruzzo 

 
 
 

 
Fig.14 – Prima prova: vista dell’angolare 

 
Ai fini di un buon comportamento sismico della 

connessione è opportuno indirizzare la rottura verso il 
meccanismo più duttile e questo può essere individuato nella 
distorsione degli angolari metallici. 

Al fine di veicolare il meccanismo di collasso si è dunque 
deciso di apportare delle modifiche all’elemento metallico a L. 
Quello utilizzato durante la prima prova prelimare era un 
profilato commerciale L 100x8 (fig.15) di esuberante 
resistenza e rigidezza. Per la ripetizione della prova si è deciso 
di modificare tale elemento (fig.16) portando lo spessore da 8 
a 5mm, lo spigolo vivo è stato sostituito da un raggio di 
curvatura di 25mm e la lunghezza delle asole è stata ridotta da 
80 a 50mm. Con queste modifiche l’angolare metallico 
avrebbe dovuto deformarsi plasticamente prima della rottura 
del calcestruzzo.  

 
 
 

 
 

Fig.15 – Prima  prova: elemento a L 
 
 
 

 

Fig.16 – Seconda prova: prototipo dell’elemento a L 

 
 
 

4.3 Risultati della seconda prova 
La seconda prova ripete sostanzialmente la precedente, 

con l’impiego dei nuovi angolari metallici come sopra 
descritti (fig.16). 

Dal grafico di fig.17 si nota come il livello di resistenza 
sia risultato alquanto inferiore, coerentemente con le 
dimensioni ridotte dei connettori. La prova ha evidenziato 
maggiori spostamenti e si è interrotta per il raggiungimento di 
fine corsa dei martinetti, senza alcun distacco o fessurazione 
del calcestruzzo. La fig.18 mostra lo stato degli angolari al 
termine della prova. 



- 58 - 

�

��

��

��

	�

��

��

� � �� �� �� �� �� �� 	� 	�

��������	��
����

���
��


���
�


�
� 
��������� 
���
�
���� 
���
� 
����

 

Fig.17 – Seconda  prova:diagramma  forza-spostamento 
 
 

 

Fig.18 – Seconda  prova: particolare della connessione 

 
 

5. CONCLUSIONI 
 
Il comportamento sismico dei collegamenti nelle strutture 

prefabbricate è un tema chiave che governa e condiziona il 
comportamento sismico delle costruzioni prefabbricate. 
Questa ricerca si propone di dare una risposta ai problemi 
della progettazione dei nodi e delle unioni, dando pratica 
applicazione ai criteri di duttilità e gerarchia delle resistenze 
(capacity design) che le nuove norme sismiche introducono 
sistematicamente. A questo fine, la memoria ha presentato la 
campagna sperimentale attualmente in corso di svolgimento 
per la caratterizzazione delle prestazioni sismiche delle 
connessioni delle strutture prefabbricate, illustrandone i primi 
risultati con specifico riferimento al caso delle unioni trave-
tegolo. Tali risultati hanno dato alcune prime indicazioni sulla 
possibilità di dimensionare le unioni in modo da veicolare la 
crisi verso i meccanismi più duttili, con riserva in ogni caso di 
applicare la gerarchia delle resistenze dosando la 
sovraresistenza delle connessioni in base alle loro più o meno 
grandi risorse di duttilità. 

Si ricorda comunque che quelle qui presentate sono solo 
prove preliminari condotte per calibrare opportunamente le 
modalità di carico delle previste prove su conci di elementi al 
vero. I relativi risultati di questa indagine sperimentale 
verranno presentati in successivi rapporti. 
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SOMMARIO 
I pavimenti sopraelevati, rappresentano un modo veloce, economico e flessibile per coprire grandi superfici per uffici, attività 
commerciali e magazzini. Ciononostante il tentativo di ridurne i costi ed il peso rende questi elementi sempre più sensibili al 
fenomeno della fatica provocata dai carichi mobili che viaggiano su di essi. Normative specifiche, come le “Recommended test 
procedures for access floors” edito dall’Associazione Americana di produttori di pavimenti sopraelevati C.I.S.C.A. (Ceiling & 
Interior System Construction Association) nel 2004, indicano quali sono i requisiti minimi di resistenza ai carichi mobili che debbono 
essere posseduti da tali prodotti e le modalità con cui verificarli. Nel presente lavoro tali indicazioni, insieme a modelli di calcolo agli 
elementi finiti ed a prove sperimentali, sono state utilizzate per migliorare la resistenza a fatica di pannelli in c.a. prefabbricati. 

 
SUMMARY 
The access floors represent a fast, economic and flexible way to cover great surfaces for offices, commercial activity and warehouses. 
Nevertheless the attempt to reduce their costs and weight makes these elements more and more sensitive to the phenomenon of the 
fatigue induced by the live loads. Some standards, such as the "Recommended test procedures for access floors" issued by C.I.S.C.A. 
(Ceiling & Interior System Construction Association) in 2004, point out what are the minimum acceptable resistance to moving loads 
of these products and specify the way to verify this resistance. In the present paper such indications, together with theoretical models 
and experimental tests, have been used for improving the fatigue resistance of precast reinforced concrete panels. 

 
 
 

1. INTRODUZIONE 
I pavimenti sopraelevati, chiamati anche pavimenti 

galleggianti, rappresentano una soluzione veloce, economica e 
flessibile per coprire superfici di elevata estensione destinate 
ad uffici, magazzini e negozi. Essi possono essere realizzati 
mediante impiego di diversi materiali (legno, acciaio, 
alluminio, materie plastiche) ma, sia dal punto di vista della 
resistenza al fuoco, che del comfort offerto ai propri fruitori, 
quelli realizzati in calcestruzzo armato risultano, solitamente, 
di prestazioni superiori. Essi vengono generalmente prodotti 
presso impianti di prefabbricazione e sono sottoposti a severi 
controlli di qualità. Ciononostante il tentativo di ridurne il 
peso proprio per diminuire le spese di trasporto, per 
semplificare le operazioni di posa in opera e per ridurre la 
massa sismica degli edifici, rende questi elementi più sensibili 
ai carichi statici e dinamici. La valutazione della resistenza ai 
carichi statici può essere effettuata mediante metodi numerici 
o analitici ma le migliori stime vengono generalmente ottenute 
mediante prove sperimentali. In Europa, le caratteristiche ed i 
requisiti prestazionali dei pavimenti sopraelevati sono 
specificati da apposite norme di cui, ad esempio, la UNI EN 
12825 [1] è la versione italiana della corrispondente norma di 
prodotto europea. In tale norma non viene richiesta alcuna 
valutazione della resistenza degli elementi a carichi mobili 
ripetuti, cui invece gli elementi stessi saranno sicuramente 
sottoposti durante la loro vita di servizio. Indicazioni in tal 
senso vengono invece fornite dalla norma di prodotto 
Recommended test procedures for access floors [2] pubblicata 

dalla Ceilings & Interior Systems Construction Association 
(USA) nel 2004. Anche in questo caso la valutazione della 
resistenza del pannello ai carichi dinamici può essere stimata 
mediante metodi numerici o sperimentali. Nel secondo caso, 
però, l’esecuzione di prove sperimentali può comportare costi 
notevoli, soprattutto durante la fase di progettazione in cui, per 
individuare la configurazione geometrica più idonea per il 
pannello, potrebbe essere necessario realizzare e sottoporre a 
prova numerosi prototipi del componente in progettazione. 

Può essere allora conveniente la realizzazione di modelli 
numerici affidabili con cui ottimizzare le prestazioni 
dell’elemento per poi verificarle sperimentalmente al vero 
utilizzando un numero contenuto di prototipi. 

Nel presente lavoro sono presentate le sperimentazioni, 
fisiche e numeriche, effettuate per modificare la attuale 
geometria di un pannello (nel seguito denominato tipo 1) 
prodotto dalla ditta Edil Beton di Corciano (PG) in modo da 
renderlo conforme alle indicazioni della norma di prodotto 
statunitense, completando così le indagini già intraprese in 
precedenza dagli Autori [3]. 

 
2. RICHIAMI SULLA RESISTENZA A FATICA DI 

ELEMENTI IN CALCESTRUZZO STRUTTURALE 
Come è noto il danneggiamento per fatica è un fenomeno 

di danneggiamento progressivo ed irreversibile dei materiali 
dovuto alla applicazione di carichi variabili nel tempo. In 
considerazione del numero di cicli di carico che producono la 
rottura è consuetudine distinguere tra fatica a basso numero 
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cicli – al massimo qualche decina di cicli – nella quale i 
materiali vanno incontro ad importanti fenomeni di 
plasticizzazione, come è il caso delle costruzioni in zona 
sismica, e fatica ad alto numero di cicli – tipicamente molti 
milioni di cicli – nella quale il livello delle sollecitazioni è 
quello di servizio ed i materiali restano in campo elastico.  

Il caso degli elementi studiati nella presente ricerca è 
intermedio tra i due, in quanto il numero di cicli a rottura è 
dell’ordine di alcune migliaia. Si viene così ad individuare una 
modalità di rottura per fatica di tipo intermedio fra le due 
sopra ricordate poco documentata in bibliografia. 

La resistenza a fatica di elementi di calcestruzzo armato e 
non armato è stata oggetto di studi approfonditi negli ultimi 
decenni. Dopo i primi studi pionieristici [4, 5] sono state 
pubblicate importanti sistemazioni della materia, 
fondamentalmente valide ancor oggi [6, 7, 8] e numerosi studi 
di approfondimento, tra cui [9, 10]. 

Più recentemente l©attenzione è stata concentrata sullo 
studio del comportamento a fatica dei calcestruzzi fibro-
rinforzati [11, 12]. Mentre l’impiego di fibre di acciaio 
migliora la resistenza a flessione e/o trazione di elementi in 
calcestruzzo strutturale, opinioni contraddittorie esistono 
sull’effetto delle fibre per quanto concerne la resistenza a 
fatica. Infatti, si possono evidenziare due opposti effetti in 
conseguenza dell’introduzione di fibre nel calcestruzzo dal 
punto di vista della resistenza di fatica. Da un lato la presenza 
delle fibre limita l©ampiezza delle micro-fessurazioni e ritarda 
la loro crescita, dall©altro aumenta la densità dei pori e delle 
micro-fessurazioni, provocando un calo della resistenza del 
calcestruzzo. 

Per quanto riguarda il calcestruzzo le evidenze 
sperimentali di rotture per fatica sono poco numerose, anche 
perché la loro individuazione è spesso problematica, in quanto 
il calcestruzzo non manifesta, nel caso di rottura per fatica, 
segni specifici, che consentano di attribuire con certezza alla 
fatica la causa della rottura, come è, invece, il caso 
dell’acciaio. Inoltre l’esistenza di un limite di fatica per 
elementi in calcestruzzo non armato è ancora oggi oggetto di 
dibattito scientifico. Le indagini sperimentali più recenti non 
hanno ancora permesso di accertarne l’esistenza, almeno sotto 
20 milioni di cicli di tensione, anche se considerazioni 
teoriche, basate sui metodi della Meccanica della Frattura, 
inducono a ritenere che tale limite debba esistere per valori 
dell’ampiezza dei cicli di tensione pari al 30-40% della 
resistenza statica del materiale. 

Peraltro, nonostante queste difficoltà, negli ultimi anni in 
diversi casi è stato possibile attribuire alla fatica del 
calcestruzzo la responsabilità del danneggiamento di alcune 
strutture [13]. 

Per quanto riguarda le armature di acciaio ad aderenza 
migliorata, le linee S-N che descrivono la relazione tra 
l©ampiezza dei cicli di tensione ed il numero di cicli che 
provoca la rottura per fatica sono composte da un ramo 
decrescente e da un asintoto orizzontale ad un valore costante 
dell’ampiezza del ciclo di tensione Ds  che rappresenta il 
valore della tensione che può essere sostenuta dal materiale 
per una durata illimitata (limite di fatica). Nel caso in cui  la 
sollecitazione ciclica agisca in presenza di un ambiente 
aggressivo (regime di corrosione-fatica), la resistenza a fatica 
del materiale diminuisce ed il limite di fatica scompare. 

Dal punto di vista della sicurezza strutturale appare 
pertanto prudente l’uso di curve S-N senza limiti di fatica, 
come suggerito, per esempio, dal Model Code 1990 [14] 
pubblicato congiuntamente da CEB e FIP e dalle norme DIN 
1045-1 [15]. 

 

 
Figura 1 - Set-up sperimentale 

 

Figura 2 - Set-up sperimentale - vista laterale. 
 

Figura 3 - Set-up sperimentale - vista in pianta. 
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Figura 5 - Caratteristiche geometriche del pannello tipo 1. 
 

3. MIGLIORAMENTO DELLA RESISTENZA A 
FATICA DEI PANNELLI 
Le operazioni per la valutazione ed il miglioramento della 

resistenza a fatica dei pannelli della attuale produzione sono 
state effettuate in quattro passi successivi: 
1) prove sperimentali per la valutazione della resistenza a 

fatica dei pannelli di attuale produzione (tipo 1); 
2) realizzazione e calibrazione di simulazioni numeriche per 

riprodurre le prove sperimentali indicate al punto 
precedente; 

3) progetto ed ottimizzazione della geometria dei nuovi 
pannelli (tipo 2) mediante elaborazioni numeriche simili a 
quelle di cui al punto 2; 

4) verifica sperimentale della vita a fatica dei pannelli tipo 2. 
 

3.1 Il set-up sperimentale 
La macchina usata per le prove sperimentali, 

appositamente progettata e costruita, è mostrata in Figura 1. 
Essa è composta di un telaio in acciaio di adeguata 

rigidezza avente lunghezza 3.0 m e larghezza 1.0 m che può 
ospitare fino a cinque pannelli di dimensioni 600 x 600 mm 
con i relativi piedini di appoggio (vedi Figura 2). Il carico 
verticale da trasmettere ai pannelli in prova viene realizzato 
mediante piatti di acciaio alloggiati in un apposito contenitore 
che è solidale con una ruota gommata. Il sistema può muoversi 
in direzione verticale scorrendo lungo quattro guide 
cilindriche a basso attrito ed è solidale con un carrello mobile 
in direzione orizzontale. 

La ruota, realizzata secondo le indicazioni del CISCA, ha 
diametro pari a 305 mm (6”) e larghezza 51 mm (2”). Il suo 
nucleo è in acciaio, mentre la parte esterna è realizzata in 
materiale plastico ad elevata rigidezza. 

La traslazione in direzione longitudinale è imposta al 
carrello da due guide lineari disposte lateralmente. Tali guide 
sono azionate da un motore elettrico comandato da un 
pannello di controllo, composto da un inverter programmabile, 
un trasduttore di spostamento (LVDT) che controlla 
l’abbassamento del cesto e che permette di interrompere la 
prova in condizioni di collasso incipiente, un regolatore di 
velocità ed un display collegato ad un sistema dedicato alla 
pesatura del carico mobile prima dell’inizio della prova. 

Al fine di verificare che il peso del carico mobile sia 
trasmesso per intero ai pannelli in prova e per valutare 
l’incremento  dinamico dello  stesso  durante il movimento del  

 
Figura 6 - Caratteristiche geometriche del pannello tipo 2. 

 
cestello, sono stati applicati 4 estensimetri ai piedini in acciaio 
su cui poggia il pannello centrale (Figura 2). 

A titolo esemplificativo sono riportati in Figura 4 i risultati 
delle letture agli estensimetri in corrispondenza del passaggio 
di un carico mobile di 4 kN. La linea rossa indica il carico 
totale ottenuto usando i dati relativi agli estensimetri collegati 
al piedino 3 mentre quelli in blu sono relativi al piedino 4. 

La somma dei due risultati, rappresentata con una linea 
nera, mostra risultati in buon accordo con il valore del carico 
statico e solo una piccola amplificazione dinamica (inferiore al 
12.5%) in conseguenza del passaggio della ruota da un 
pannello all’altro. 

 
4. RESISTENZA A FATICA DEI PANNELLI TIPO 1 

Le caratteristiche geometriche e le armature dei pannelli 
della produzione attuale sono rappresentati nella Figura 5. Essi 
sono realizzati mediante getto di calcestruzzo all’interno di 
stampi in plastica nei quali viene posizionata prima del getto 
la rete di armatura. A maturazione avvenuta i pannelli sono 
levigati superiormente, inferiormente e lateralmente per 
rispettare le tolleranze dimensionali richieste. 

Le dimensioni dei pannelli sono 600 x 600 mm con una 
spessore massimo di 36 mm. Il loro peso è pari a circa 23 kg. 
Le barre di armatura sono posizionate nella parte inferiore del 
pannello, ad un interasse di circa 95 mm in entrambe le 
direzioni. Le due barre esterne e quella centrale hanno 
diametro di 8 mm, mentre le 4 barre intermedie sono di 5 mm 
di diametro. 

Il calcestruzzo usato per i pannelli ha una resistenza 
caratteristica a compressione (cilindrica) a 28 giorni di 50 
MPa. Il mix design del calcestruzzo utilizzato per il 
confezionamento dei pannelli è mostrato in Tabella 1. Si può 
notare come sia assente l’aggregato di media e grossa 
dimensione e come sia necessario l’impiego di un 
superfluidificante. 

Seguendo la procedura di prova descritta nello standard 
CISCA, le prove di fatica sono state effettuate applicando un 
carico mobile su tre pannelli fino al collasso. Tre diversi valori 
del carico, 2,6 kN, 3,2 kN e 4,0 kN, sono stati considerati per 
valutare la relazione tra l©intensità del carico ed il numero di 
passaggi necessari per portare a rottura il pannello per fatica. 
Le norme CISCA prescrivono che il pannello debba 
sopportare 10.000 passaggi del carico di servizio, assunto, nel 
caso in esame, pari a 3,65 kN. 
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Il percorso della ruota che applica il carico passa 
attraverso il punto più debole del pannello, localizzato vicino 
alla nervatura centrale, ad una distanza da quest’ultima di 
circa 45 mm, come indicato nella Figura 3. 

 
4.1 Risultati delle prove sperimentali 

I risultati delle prove sperimentali sono riassunti nella 
Tabella 2. Come atteso i risultati mostrano una considerevole 
dispersione, probabilmente a causa delle molte variabili 
aleatorie coinvolte nel processo (proprietà globali e locali del 
calcestruzzo, aderenza tra calcestruzzo e acciaio, posizione 
delle armature, ecc.), ma forniscono comunque buone 
indicazioni per la valutazione del decadimento della vita a 
fatica dei pannelli all’aumentare dell’entità del carico mobile. 

Tipici esempi di rotture per fatica dei pannelli di tipo 1 
sono mostrate nella Figura 7 e nella Figura 8. 

Poiché le specifiche CISCA sul numero dei passaggi non 
sono soddisfatte, è risultato necessario rendere il pannello più 
resistente ai carichi mobili. 

 
4.2 Simulazione numerica delle prove sperimentali 

Preliminarmente alla realizzazione del nuovo stampo si è 
valutata numericamente la resistenza a fatica dei pannelli in 
c.a. per predisporre e calibrare un modello numerico con cui 
stimare gli effetti di eventuali modifiche alle caratteristiche 
meccaniche e geometriche del pannello. La realizzazione di 
nuovi stampi rappresenta, infatti, una fase di notevole costo 
nella realizzazione di un prototipo ed il poter evitare la 
realizzazione di stampi non pienamente soddisfacenti può 
assicurare notevoli economie alla fase progettuale. Inoltre, 
l©uso di modelli numerici è obbligato dalla difficoltà di 
quantificare lo stato di tensione nell’elemento durante le prove 
sperimentali. Infatti, a causa delle piccole dimensioni degli 
elementi in prova ed alle grandi dimensioni degli indicatori di 
tensione (estensimetri elettrici) per calcestruzzo, la 
misurazione diretta della tensione risulterebbe non 
sufficientemente accurata. 

 
4.2.1 Modellazione FEM 

Le prove sperimentali sono state riprodotte mediante 
analisi numerica condotta tramite il codice di calcolo SAP 
2000 [16]. Il modello agli elementi finiti è composto di 576 
elementi piastra e 336 elementi trave, connessi tramite 625 
nodi. La presenza delle barre d’armatura è stata trascurata, 
mentre il calcestruzzo è stato considerato non fessurato, 
ipotesi accettabile, tenuto conto del livello delle sollecitazioni 
applicate. 

 

 
Figura 7 – Tipica rottura per fatica (vista dall’alto). 

Il carico esterno è stato modellato nel dominio del tempo 
definendo storie temporali triangolari applicate a tutti i nodi 
tra i nodi n. 11 e n. 611 (Figura 12). Tale allineamento è 
posizionato a 45 mm di distanza dall’asse di simmetria del 
pannello, così come avviene nelle prove sperimentali in cui la 
ruota attraversa i pannelli proprio a 45 mm dal centro del 
pannello (vedi Figura 3). Il pannello è stato ipotizzato 
semplicemente appoggiato su 4 punti, in corrispondenza dei 
vertici. Poiché le prove sperimentali hanno mostrato che le 
cause del collasso del pannello sono da ricercare nella 
resistenza a fatica del calcestruzzo compresso posto 
all’estradosso in corrispondenza della zona intermedia del 
bordo del pannello, dal modello numerico sono state estratte 
due storie temporali delle sollecitazioni flettenti degli elementi 
di trave n. 10 e n. 322, in corrispondenza del lato dell’asta che 
termina nei nodi n. 11 e n. 611 (Figura 13). 

 
4.2.2 Risultati delle simulazioni numeriche 

Le due storie temporali ricavate al paragrafo precedente 
sono state poi assemblate per ricostruire la storia della 
corrispondente sollecitazione flettente in una stessa sezione a 
compimento di un intero ciclo (andata e ritorno) del percorso 
del carico mobile. Un esempio di storia temporale della 
sollecitazione flettente per il pannello di tipo 1 è mostrato in 
Figura 9. 

 

Tabella 1: Mix design del calcestruzzo dei pannelli tipo 1. 

Materiale Quantità 

Cemento CEM I 525 R 450 kg/m3 

Acqua (A/C = 0.4) 180 kg/m3 

Sabbia fine (0 – 4 mm) 706 kg/m3 

Sabbia (0 – 6 mm) 1061 kg/m3 

Supefluidificante 5,4 kg/m3 

 

Tabella 2: Risultati delle prove su pannelli tipo 1. 

Carico Numero di passaggi 

 1a prova 2a prova 3a prova 

2,6 kN 57768 67864 143767 

3,2 kN 11094 27907 5725 

4,0 kN 284 198 92 

 

 
Figura 8 – Tipica rottura per fatica (vista dal basso). 
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Figura 9 – Pannello tipo 1: storie temporali del momento flettente e tensione di compressione nel calcestruzzo (carico mobile di 4 kN). 
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Figura 10 – Pannello tipo 2: storie temporali del momento flettente e tensione di compressione nel calcestruzzo (carico mobile di 4 kN). 
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Figura 11 – Punti di inversione della tensione di compressione nel calcestruzzo più significativi: a) pannello tipo 1; b) pannello tipo 2. 
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Figura 12 – Numerazione nodi modello FEM pannello tipo 1. 
 
Nella stessa figura è inoltre rappresentata la storia della 

tensione di compressione del calcestruzzo all’estradosso 
calcolata utilizzando le comuni ipotesi per la verifica delle 
sezioni in c.a. in condizioni di servizio (calcestruzzo teso non 
reagente, moduli elastici effettivi, ecc.). Gli intervalli di tempo 
più importanti sono stati rappresentati in maggior dettaglio 
nella Figura 11. Essi rappresentano gli istanti temporali in cui 
il carico mobile si trova a passare sopra le sezioni indagate. 
Nella stessa figura sono anche evidenziati con cerchi in rosso i 
punti di inversione delle tensioni utilizzati nella tecnica del 
rainflow counting per il calcolo dei cicli di tensione di 
ampiezza variabile. Si può notare come l’effetto dinamico 
incrementi la sollecitazione flettente e le tensioni in 
corrispondenza dell’ingresso del carico mobile nel pannello 
mentre tale effetto è praticamente assente nel momento in cui 
il carico mobile esce dal pannello. 

 
4.2.3 Valutazione analitica della resistenza a fatica 

La stima analitica della resistenza a fatica dei pannelli in 
c.a. è stata effettuata utilizzando le indicazioni fornite dal 
Model Code ’90. Deve tuttavia essere sottolineato che le 
procedure di verifica a fatica contenute in tale normativa sono 
state determinate per elementi in c.a. di dimensioni ben 
maggiori di quelle dei pannelli per pavimentazioni 
sopraelevate, per cui non è da escludere la presenza di effetti 
di scala che possano danneggiare la qualità delle valutazioni. 

Occorre inoltre ricordare che il regime di fatica che si 
manifesta negli elementi sottoposti a prova è intermedio tra 
quello ad alto numero di cicli, considerato dal Model Code, e 
quello a basso numero di cicli. 

Il collasso per fatica di strutture in c.a. può avvenire con 
diverse modalità e per diverse cause. Nel caso specifico le 
prove sperimentali indicano chiaramente che le barre 
d’armatura non hanno raggiunto lo stato di collasso per fatica, 
essendo rimaste praticamente intatte fino alla fine delle prove 
sperimentali. 

Le cause del collasso devono quindi essere ricercate nel 
deterioramento delle proprietà meccaniche del calcestruzzo. 

Il Model Code ’90 fornisce a questo proposito tre diverse 
leggi S-N: per calcestruzzo in compressione pura, per 
calcestruzzo prevalentemente compresso e per calcestruzzo in 
trazione pura o prevalentemente teso. Il criterio di 
danneggiamento cumulativo di Palmgren-Miner è stato poi 
utilizzato per calcolare il danno dovuto alla fatica. 

 

 

 
Figura 13 – Numerazione aste modello FEM pannello tipo 1. 
 
Nel nostro caso si è utilizzata la legge S-N per 

calcestruzzo in compressione pura. Essa consta delle tre 
seguenti equazioni: 

 

( )( )2
1 ,min ,min ,maxlog 12 16 8 1c c cN S S S= + + -  ( 1 ) 

( )2 1 1log 0,2 log log 1N N N= × -  ( 2 ) 

( )3 2 ,minlog log 0,3 0,375 /c cN N S SD= × - ×  ( 3 ) 

 
dove N  è il numero dei cicli; 
 

,max ,max ,c c ck fatS fs=  ( 4 ) 

,min ,min ,c c ck fatS fs=  ( 5 ) 

,max ,minc c cS S SD = -  ( 6 ) 
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,maxcs  e ,mincs  sono le massime e minime tensioni nel 

calcestruzzo, ,c susb  è uguale a 0.85, ckf  e 0ckf  sono uguali 

rispettivamente a 50 e 10 N/mm2, t  e 1t  sono uguali a 28 e 1 

giorno, rispettivamente. 
Nell’Equazione 1 se 1log 6N £  allora 1N N= ; se 

1log 6N >  e ( ),min0,3 0,375c cS SD ³ - × , allora 2N N= ; se 

1log 6N >  e ( ),min0,3 0,375c cS SD < - × , allora 3N N= . 

Mediante tali relazioni è stato calcolato il danno cumulativo 
nella porzione di calcestruzzo compresso della sezione 
analizzata conseguente ad un solo passaggio (andata e ritorno) 
del carico mobile, al quale corrispondono, naturalmente 
numerosi cicli di tensione: 

 

1
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n
D

N
= 
  ( 9 ) 
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Figura 14 – Distribuzione dei cicli di tensione per il pannello tipo 1. 
 
in cui in  è il numero di cicli di tensione di ampiezza 

iDs causati dal passaggio del carico mobile e iN  è il numero 

di cicli che il materiale può sostenere se sollecitato da cicli di 
tensione della stessa ampiezza. Il numero totale di passaggi 
del carico mobile che provoca il collasso del pannello è allora 
dato semplicemente da: 

 

1

1
N

D
=  ( 10 ) 

 
Il confronto tra i risultati delle simulazioni numeriche 

(elencati nella Tabella 3) e le prove sperimentali effettuate con 
i pannelli di tipo 1 ha mostrato come le simulazioni numeriche 
ben riescano a riprodurre il susseguirsi degli stati tensionali 
nel pannello in c.a. al passaggio del carico mobile, 
specialmente per i livelli più bassi del carico esterno. Di 
contro, per valori più alti del carico mobile, il collasso del 
pannello durante le prove sperimentali è avvenuto ben prima 
dei valori teorici attesi. 

 

Tabella 3: Previsione teorica della resistenza a fatica dei pannelli. 

Carico Numero di passaggi 

 Pannello tipo 1 Pannello tipo 2 

2,6 kN 70480 27233000 

2,8k N 31000 6329000 

3,0 kN 11215 816070 

3,2 kN 10820 362020 

3,4 kN 9865 131030 

3,6 kN 7930 47426 

3,8 kN 5725 21020 

4,0 kN 5725 11398 

 

Tabella 4: Risultati delle prove sui nuovi pannelli. 

Carico Numero di passaggi 

 1a prova 2a prova 3a prova 

3,65 kN >14000 >18500 >16600 

Figura 15 – Distribuzione dei cicli di tensione per il pannello tipo 2. 
 

5. RESISTENZA A FATICA DEI PANNELLI TIPO 2 
Tra le soluzioni investigate per migliorare la resistenza a 

fatica dei pannelli vi è stata anche quella inerente il 
miglioramento delle caratteristiche meccaniche del 
calcestruzzo [3]. Tale possibilità si è poi dimostrata non 
fattibile poiché le già elevate caratteristiche meccaniche del 
calcestruzzo utilizzato (fck 50 MPa) si sono dimostrate non 
migliorabili senza modificare sostanzialmente il ciclo di 
produzione dell’esistente impianto di betonaggio. Si è quindi 
deciso di modificare le caratteristiche geometriche del 
pannello, andando a realizzare nervature principali di maggiori 
dimensioni. La necessità di non aumentare il peso complessivo 
del pannello e quella di non diminuire le caratteristiche di 
resistenza ai carichi statici in servizio ed allo stato limite 
ultimo, nonché gli aspetti connessi alla produzione degli 
elementi (spessore minimo delle nervature e della soletta per 
poter ospitare gli inerti di maggiori dimensione, facilitazione 
delle operazioni di scasseratura, ecc.) sono state le condizioni 
al contorno da rispettare nel processo progettuale. Se possibile 
era inoltre richiesto di non variare o di variare solo in minima 
parte la configurazione e le caratteristiche delle maglia di 
armatura. Tra le varie forme geometriche individuate quella 
che ha offerto il miglior compromesso tra resistenza (nei suoi 
diversi aspetti) e fattibilità è caratterizzata da nervature esterne 
di 45 mm di altezza e 45 mm di larghezza media, nervature 
interne molto più sottili e tasche interne più scavate e con 
superficie non più piana ma sferica per incoraggiare lo scarico 
delle sollecitazione nelle limitrofe nervature mediante effetto 
arco (Figura 6). Il peso complessivo dell’elemento è risultato 
leggermente maggiore di quello di partenza (24 kg) ma 
ulteriori economie di peso sono risultate infattibili poiché esse 
avrebbero prodotto un inaccettabile abbattimento di resistenza. 
Con tale configurazione è inoltre possibile continuare ad 
utilizzare la stessa maglia di armatura precedente, cambiando 
solo alcuni interassi tra le barre interne. 

 
5.1 Previsioni teoriche della resistenza a fatica 

Con la metodologia già descritta al punto 4.2 si è stimata 
la resistenza a fatica dei pannelli calcolando il numero di 
passaggi del carico mobile tali da avere un indice di danno 
cumulato 1D N D= ×  pari a 1. In Figura 10 sono mostrate le 

storie temporali della sollecitazione flettente e della tensione 
di compressione nel calcestruzzo così come già fatto per la 
simulazione effettuata sul pannello tipo 1. Dal confronto tra le 
due storie temporali del momento flettente, considerando che 
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sono state ottenute in corrispondenza dell’applicazione di un 
ugual valore del carico esterno, si può notare come una 
maggior rigidezza complessiva del pannello di tipo 2 
combinata anche con un maggior rapporto tra rigidezza della 
nervatura esterna e rigidezza delle nervature interne, comporti 
un maggior incremento dinamico della sollecitazione e quindi 
un maggior valore del momento flettente nella sezione della 
nervatura esterna. A tale maggior rigidezza conseguono, 
inoltre, valori delle frequenze proprie di vibrazione del 
pannello più elevate con conseguente maggior numero di 
oscillazioni della sollecitazione flettente e della tensione di 
compressione, come evidenziabile dal confronto tra la Figura 
14 e la Figura 15. Maggiore è anche l’ampiezza dei cicli di 
tensione secondari, conseguenti all’ingresso ed all’uscita del 
carico dal pannello (Figura 11). 

I risultati delle simulazioni numeriche, in termini di 
numero di passaggi del carico mobile che conducono al 
collasso per schiacciamento del calcestruzzo, sono illustrati 
nella Tabella 3. Come è tipico nel caso dei collassi a fatica, si 
può notare che all’aumentare della sollecitazione esterna 
consegue un abbattimento della resistenza a fatica di tipo 
esponenziale. 

 
5.2 Prove sperimentali 

Una volta realizzati alcuni prototipi del pannello tipo 2, le 
previsioni teoriche illustrate al punto precedente sono state 
verificate mediante alcune prove sperimentali. Per il carico 
esterno si è scelto il valore del carico di servizio, pari a 3,65 
kN. Poiché interessava verificare che i pannelli fossero in 
grado di resistere con un adeguato margine di sicurezza a 
10.000 passaggi del carico mobile, le prove sono state 
interrotte volutamente, senza che il pannello avesse subito 
danni. Il numero di passaggi in corrispondenza del quale le 
prove sono state interrotte è indicato nella Tabella 4. I risultati 
ottenuti sono in buon accordo con le previsioni sperimentali 
che prevedevano una resistenza a fatica dei pannelli superiore 
ai 21.000 passaggi per carichi inferiori ai 3,8 kN. 

 
6. CONCLUSIONI 

 
Nel presente lavoro sono presentate le indagini teoriche e 

sperimentali svolte per il miglioramento del comportamento a 
fatica di pannelli in calcestruzzo armato per pavimenti 
sopraelevati. 

Le sperimentazioni su prototipo sono state eseguite 
utilizzando una macchina automatica, appositamente 
progettata e costruita, in grado di conferire all’elemento 
sottoposto a prova un carico mobile di intensità prefissata. 

Le simulazioni numeriche sono state invece eseguite 
applicando la tecnica degli elementi finiti ed utilizzando il 
criterio di danneggiamento cumulativo di Palmgren-Miner per 
la valutazione del danneggiamento per fatica. 

I risultati conseguiti hanno mostrato che il modello 
numerico utilizzato è in grado di fornire stime affidabili della 
resistenza a fatica dei componenti in c.a. analizzati, 
consentendo quindi di progettare indagini sperimentali mirate 
ed efficaci. 

Nel particolare caso esaminato è stato possibile eseguire 
l’ottimizzazione delle forme geometriche del pannello, 
conseguendo un notevole aumento della resistenza a fatica 
dell’elemento, pur mantenendo praticamente costante il suo 
peso ed invariata l’armatura metallica. 

RINGRAZIAMENTI 
 
Gli Autori desiderano esprimere il proprio ringraziamento 

alla ditta Edil Beton di Corciano (PG) per il sostegno 
economico fornito alla presente ricerca e per aver messo a 
disposizione i prototipi da sottoporre a prova. 

 
 

BIBLIOGRAFIA 
[1] UNI (2003) - UNI EN 12825 Pavimenti sopraelevati. 
[2] CISCA - Ceilings & Interior Systems Construction 

Association (2004) - Recommended test procedures for 
access floors, St. Charles, IL, United States 

[3] BRECCOLOTTI, M., MATERAZZI, A.L. (2006) - 
Crack control and fatigue behaviour improvement of 
precast reinforced concrete access floors. Proc. 9th 
International Fatigue Congress, Atlanta (USA). 

[4] REHM, G. (1960) - Contribution to the problem of the 
fatigue strength of steel bars for concrete reinforcement, 
Preliminary Publication, 6th Congress of the IABSE, 35-
46, Zurich, IABSE 

[5] NORDBY, G.M. (1958) - Fatigue of concrete - A review 
of research, American Concrete Institute Journal, 55(2), 
191-220. 

[6] ACI Committee 215 (1974) - Considerations for design 
of concrete structures subjected to fatigue loading, 
American Concrete Institute Journal, 71(3) 97-121. 

[7] ACI Publication SP-41 (1974) - Proc. Abeles Symposium 
“Fatigue of concrete”. 

[8] CEB (1988) - Fatigue of concrete structures. State of the 
art report, Bulletin d’Information n°188, Lausanne, CEB. 

[9] HSU, T.C.C. (1981) - Fatigue of plain concrete, 
American Concrete Institute Journal, 78, 292-305. 

[10] RILEM Committee 36-RDL (1984) - Long term random 
dynamic loading of concrete structures, RILEM Materials 
and Structures, 17(1), 1-28. 

[11] NAAMAN, A.E., HAMMOUD, H. (1998) - Fatigue 
characteristics of high performance fiber-reinforced 
concrete, Cement & Concrete Composites, Elsevier, 
20(5), 353-363. 

[12] LEE, M.K., BARR B.I.G. (2004) - An overview of the 
fatigue behaviour of plain and fibre reinforced concrete, 
Cement & Concrete Composites, Elsevier, 26(4), 299-
305. 

[13] TILLY, G.P. (1988) - Case histories, types of damage 
and outline of rules, Bulletin d’Information n°185 “Plain 
and slightly reinforced concrete structures; Fatigue”, 
Lausanne, CEB. 

[14] CEB - FIP (1991) - Model Code 1990, Bullettin d’Infor-
mation no. 203, 204, 205, Lausanne, CEB. 

[15] DIN (2001) - DIN 1045-1 Plain, reinforced and 
prestressed concrete structures – Part 1: Design and 
construction, Berlin, DIN. 

[16] Computers and Structures, Inc. (2004) - SAP 2000,. 
Berkeley (USA). 



- 67 - 

COMPORTAMENTO FLESSIONALE DI COLONNE 
IN CALCESTRUZZO FIBRORINFORZATO 

 
 
 
 
 
 

Giuseppe Campione1, Marinella Fossetti1, Maurizio Papia1 

 
1 Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica, Università di Palermo 

 
 
 
 

 
 
 
SOMMARIO  

Si analizza la risposta di sezioni in calcestruzzo ordinario e fibroso soggette a compressione eccentrica, in presenza di armature 
longitudinali e trasversali. Un’opportuna scelta dei legami costitutivi dei materiali e un’adeguata calibrazione del modello di calcolo 
consentono di cogliere con sufficiente precisione i fenomeni rilevati sperimentalmente attraverso prove su colonne descritte in un 
precedente lavoro. In particolare, i diagrammi momento-curvatura dedotti consentono di rilevare il benefico effetto delle fibre, 
soprattutto in termini di duttilità del nucleo confinato e con riguardo al contributo del copriferro fibroso alla stabilità dell’armatura 
longitudinale. 
 
SUMMARY  

The structural response of cross-sections of NC and SFRC columns subjected to compressive eccentric loading is numerically 
modelled in order to reproduce experimental results obtained in a previous study by the authors. A suitable choice of constitutive 
laws for concrete and reinforcing steel bars and a reasonable calibration criterion of the model allow to reproduce with good 
approximation level the experimental results while the moment-curvature curves, numerically derived, show the beneficial effect of 
the fibres in terms of confined core ductility and with respect to the stability contribution offered by the fibrous cover to the 
longitudinal reinforcement. 
 
 
1. INTRODUZIONE 
 

L’interesse per l’impiego del calcestruzzo fibroso nella 
realizzazione di elementi strutturali si è rivelato crescente 
nell’ultimo ventennio, sia nell’ambito della comunità 
scientifica sia con riguardo ai produttori e agli utilizzatori di 
materiali innovativi, specialmente nel campo della 
prefabbricazione leggera e pesante.  

Significative applicazioni, che in passato avevano 
riguardato l’impiego di calcestruzzi fibrosi nella ingegneria 
delle infrastrutture (rivestimenti in galleria) o nell’edilizia 
industriale (pavimentazioni), oggi riguardano anche la 
realizzazione di elementi prettamente strutturali.  

Diversi studi teorici e sperimentali hanno mostrato 
l’efficacia del calcestruzzo fibroso per la realizzazione di 
elementi strutturali monodimensionali (travi [1], pilastri [2]), 
delle regioni diffusive (nodi [3], mensole tozze [4]) e degli 
elementi bidimensionali (lastre [5], piastre [6]), dove l’uso di 
fibre con adeguata geometria e dosaggio consente di contenere 
o in taluni casi di sostituire l’armatura trasversale (staffe) e 
quella secondaria (reti, ripartizioni, ecc). Parallelamente alla 
ricerca teorica e sperimentale diversi paesi tra cui U.S.A., 
Giappone, Canada, ma  anche alcuni paesi della comunità 

Europea, come Francia, Germania e Italia, hanno utilizzato i 
risultati di questa ricerca per mettere a punto documenti, per lo 
più allo stato attuale di carattere prenormativo [7, 8], che 
possano regolamentare l’impiego del calcestruzzo fibroso 
nelle applicazioni strutturali. 

Si deve comunque osservare che, mentre per alcuni casi, 
come per le travi e gli elementi bidimensionali, anche in virtù 
dell’elevato numero di dati sperimentali  di supporto, si hanno 
chiare ed univoche indicazioni progettuali, per altri, come ad 
esempio per le zone diffusive o per le colonne, sussiste un 
significativo livello di incertezza sulle soluzioni più idonee da 
adottare, per la maggiore complessità dei fenomeni coinvolti e 
per la difficoltà di definire il ruolo che essi esercitano nella 
risposta strutturale; la circostanza è essenzialmente dovuta alla 
disponibilità di un minore numero di ricerche sperimentali su 
tali elementi, soprattutto a livello Europeo.  

Il presente lavoro si inquadra nell’ambito dello studio del 
comportamento teorico-sperimentale di colonne in 
calcestruzzo armato ordinario e fibrorinforzato, compresse e 
pressoinflesse, soggette a carichi monotoni, e intende fornire 
indicazioni sulle prestazioni connesse all’utilizzo del 
calcestruzzo fibrorinforzato come materiale per impieghi 
strutturali. Lo studio è motivato dall’osservazione che l’analisi 
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dei risultati disponibili in letteratura in argomento, correlati ai 
materiali considerati, evidenzia che essi, pur dedotti 
nell’ambito di ricerche analoghe, risultano spesso discordanti 
perché i parametri che influenzano il comportamento delle 
colonne sono numerosi e i diversi modelli analitici proposti 
dipendono dalla loro calibrazione, inevitabilmente influenzata 
dalle sperimentazioni effettuate.  

Tra questi parametri il presente studio prende in 
considerazione l’influenza delle fibre e dello spessore del 
copriferro sulla risposta meccanica di colonne pressoinflesse, 
con particolare riguardo agli effetti sulla capacità portante, 
sulla duttilità, sulle modalità di espulsione del copriferro e sui  
meccanismi di rottura. Il modello di calcolo cui si perviene ha 
come riferimento i risultati di una indagine sperimentale 
condotta dagli autori [9] che, in funzione delle caratteristiche 
meccaniche e geometriche dei campioni utilizzati, da un canto 
ha messo in luce il ruolo decisivo che tali parametri esercitano, 
dall’altro, per le evidenti differenze di comportamento rilevato 
al variare dei parametri stessi, lasciava prevedere la necessità 
di modellare con particolare cura i legami tensione-
deformazione di ciascuno dei componenti strutturali in modo 
da rappresentare con accettabile approssimazione i fenomeni 
rilevati nella risposta strutturale complessiva. 
 
2. INDAGINE SPERIMENTALE DI RIFERIMENTO 
 

L’indagine sperimentale di riferimento [9], per la parte 
d’interesse, è relativa al comportamento di colonne in 
calcestruzzo ordinario e fibroso soggette a sforzo di 
compressione agente con eccentricità costante e assegnata.   

Dal punto di vista geometrico i campioni considerati, 
rappresentati in Figura 1, appartengono a due tipologie (Fig. 
1a e Fig. 1b) che differiscono per il diverso spessore del 
copriferro, rispettivamente pari a d = 10 mm e d = 25 mm; il 
nucleo di calcestruzzo è di forma quadrata (come la sezione); 
la dimensione 165 mm indicata in figura si intende misurata 
sul perimetro esterno delle staffe. 

Le colonne sono state confezionate con parti terminali di 
sezione variabile, al fine di consentire l’applicazione di carichi 
eccentrici senza la possibilità di fenomeni di rottura locale; 
l’eccentricità del carico durante ogni prova è costantemente 
mantenuta pari a h/2 per entrambe le tipologie, risultando 
quindi e = 92.5 mm  ed e = 107.5 mm nei due casi. 

L’armatura, complessivamente disposta come mostrato in 
Figura 1, consiste in barre longitudinali del diametro d�  = 12 
mm, disposte ai vertici del nucleo  confinato, e staffe di  
diametro dst = 6 mm, disposte a passo s = 65 mm  nel tratto 
centrale della colonna, di interesse ai fini della 
sperimentazione. 

Per ciascuna delle due tipologie rappresentate in Figura 1 
sono stati realizzati 4 campioni, 2 utilizzando calcestruzzo 
ordinario e 2 confezionati con calcestruzzo rinforzato da fibre 
in acciaio  uncinato  di  lunghezza � fb = 30 mm  e di  diametro 
dfb = 0.55 mm, dosate in maniera da realizzare un rapporto 
volumetrico Vf = 1% rispetto al volume di conglomerato. 

Il calcestruzzo ordinario ha una resistenza cilindrica a 
compressione (a 28 giorni) fc

’ = 29 MPa, che si attinge per un 
valore di deformazione eco = 0.0019; il ramo post-picco, 
caratterizzato da un evidente decadimento della capacità 
portante, può assumersi lineare con pendenza negativa 

individuata dal valore di deformazione eo85=0.0025, per il 
quale la tensione corrispondente è pari a 0.85 fc’. 

Il calcestruzzo fibroso ha invece resistenza cilindrica 
fc’=32 MPa, cui corrisponde una deformazione  specifica 
eco=0.0023; l’effetto benefico delle fibre si manifesta 
soprattutto nel ramo post-picco del legame tensione-
deformazione, meno pendente e caratterizzato dal valore 
eo85=0.0045. 
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Figura 1 - Geometria dei provini. 

 
L’acciaio costituente l’armatura longitudinale e trasversale 

ha tensione di snervamento s s = 461 MPa; la fase incrudente è 
preceduta da un andamento orizzontale del diagramma 
tensione-deformazione, fino al valore es1 = 2 es; tensione e 
deformazione a rottura valgono rispettivamente s f,max = 546 
MPa, ef,max =  0.1278  

La macchina utilizzata per le prove di carico sulle colonne 
è una pressa Zwick/Roell & Toni Technik da 4000 kN a 
gestione servo-idraulica, operante a controllo di spostamento e 
gestita da una centralina elettronica  interfacciata con l’utente 
tramite un PC dotato del software di gestione dei risultati. 

Il carico verticale corrispondente allo spostamento 
impresso viene trasmesso alla colonna in prova tramite due 
piastre rigide in acciaio  che alloggiano un cilindro anch’esso 
in acciaio del diametro di 50 mm, che ne consente la rotazione 
mutua; una delle due piastre viene posta a contatto con il 
piatto della pressa che trasmette il carico, l’altra con la sezione 
d’estremità alla testa del pilastro. Analogo dispositivo (due 
piastre con cilindro che ne consente la rotazione) è interposto 
tra la sezione alla base del provino e il piano di posa sulla 
pressa che trasmette la reazione al carico, cosicché sia 
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garantito un comportamento a cerniera di entrambe le 
estremità vincolate del campione (Fig. 2). 

Imponendo una velocità di prova costante e pari a 0.2 
mm/min  (velocità di avvicinamento dei punti di  estremità del 
segmento assunto a base di lettura) si registra durante la prova 
la forza reattiva P e quindi il momento flettente M = P e; gli 
allungamenti e gli accorcianti misurati dai comparatori sulla 
faccia tesa e compresa del campione, rapportati alla base di 
lettura, forniscono le corrispondenti deformazioni specifiche 
medie, dalle quali è possibile dedurre la curvatura media delle 
sezioni rapportando la differenza delle deformazioni alla 
distanza dei comparatori misurata nel piano orizzontale. 

 

 
Figura 2 - Test set-up per la prova di compressione eccentrica. 
 
I carichi verticali sono registrati direttamente dalla 

macchina tramite un apposito trasduttore interno collegato alla 
cella di carico del pistone. Gli spostamenti delle colonne sono 
rilevati mediante quattro comparatori digitali millesimali 
posizionati in corrispondenza della mezzeria della colonna in 
prova (Fig. 3). La base di lettura, cui rapportare i dati forniti 
dalla prova, è assunta pari alla larghezza della sezione 
trasversale della  colonna  stessa  in  modo da risultare 
sufficientemente piccola per dedurre una legge locale 
rappresentativa della sezione trasversale, ma al tempo stesso 
sufficientemente grande da potere cogliere i fenomeni di 
rottura più rappresentativi dell’elemento colonna. 

Le prove sono state condotte disponendo nella pressa i 
campioni con asse verticale baricentrico parallelo all’asse di 
carico della macchina e a distanza pari all’eccentricità 
prefissata. 

 

 
Figura 3 - Strumentazione dei campioni. 

I due comparatori disposti sulle facce opposte parallele al 
piano di inflessione consentono di valutare l’accorciamento 
medio della colonna e di controllare eventuali effetti 
indesiderati di eccentricità nel piano ortogonale.  

Le curve momento - curvatura ottenute per gli 8 campioni 
complessivamente testati sono riportate in Figura 4. 

 

 
 

 

Figura 4 - Curve  M - f   rilevate sperimentalmente. 
 

Nel commento delle curve, una prima osservazione 
riguarda il maggiore scarto tra le curve a tratto intero 
(calcestruzzo fibroso) rispetto a quelle in tratteggio. La 
circostanza, riscontrabile anche in altre indagini sperimentali, 
è sostanzialmente dovuta al fatto che l’elevata percentuale di 
fibre adottatta talvolta causa una non uniforme compattazione 
del getto. Ciò, inevitabilmente, determina zone di minore 
resistenza i cui effetti sono più evidenti nel caso di tensione 
non uniforme, quando cioè zone più deboli, anche localizzate, 
influenzano significativamente la risposta strutturale 
complessiva. 

Per quanto invece concerne l’andamento delle curve, esse 
presentano tutte un breve tratto iniziale con pendenza costante 
(comportamento elastico-lineare) pressoché identica sia per le 
colonne confezionate con calcestruzzo ordinario sia per quelle 
confezionate con calcestruzzo fibroso; segue un tratto non 
lineare dovuto alla fessurazione del calcestruzzo.  

La Figura 5 mostra chiaramente che sulla faccia tesa della 
colonna in prova, il passo delle prime fessure è praticamente 
coincidente con quello delle staffe. Il quadro fessurativo 
progredisce con incrementi di ampiezza e comparsa di nuove 
fessure fino al carico di picco, il cui valore non risulta 
significativamente influenzato dalla presenza delle fibre, come 
del resto rilevabile dall’analisi dei  risultati di numerose altre 
indagini sperimentali. 

Le fibre invece, come prevedibile, esercitano un ruolo 
decisivo nella fase post-picco della risposta (ramo softening) 
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sia per l’effetto di cucitura delle fessure, con contenimento 
della loro ampiezza, sia perchè il copriferro fibroso, 
mantenendosi efficace per valori di deformazione specifica più 
elevata, esercita un effetto stabilizzante nei confronti 
dell’armatura longitudinale compressa, ritardandone lo 
svergolamento. 

 

 
Figura 5 - Fessurazione della regione tesa della colonna. 

 
Con riguardo a questo secondo effetto, è da considerare 

che la perdita di stabilità delle barre di armatura, oltre a 
determinare una riduzione della capacità portante della 
sezione, legata a un andamento s-e decrescente nelle barre 
stesse, produce una significativa riduzione della pressione di 
confinamento sul nucleo di calcestruzzo alla quale, soprattutto, 
è imputabile la marcata pendenza negativa del primo tratto 
post-picco delle curve in tratteggio di Figura 4 (Vf = 0). 
L’effetto sopra descritto è comunque strettamente correlato 
alla specifica armatura longitudinale e trasversale adottata per 
i campioni, che, come sarà mostrato più avanti, implica per le 
barre longitudinali un valore di carico critico inferiore alla loro 
capacità portante nominale, una volta che il copriferro viene 
espulso. 

Il tratto meno ripido del ramo softening evidenzia la 
maggiore duttilità in curvatura conseguibile utilizzando 
calcestruzzo fibroso. Si tratta di una conferma delle 
conclusioni cui si perviene in numerosi lavori disponibili in 
letteratura, basate su esperienze analoghe o anche prevedibili 
sulla base di risultati dedotti da semplici prove di 
compressione centrata.  

 

 
Figura 6 - Stato di un campione a fine prova (d=10 mm e Vf=1%). 

 
In ogni caso, pur con valori di curvatura massima diversi 

in relazione a quanto sopra osservato, tutte le curve di Figura 4 
procedono con modesta pendenza negativa fino alla rottura dei 
campioni, che sopraggiunge bruscamente, per rottura delle 
staffe e pressoché simultanea rottura dell’armatura tesa (per 
preservare la strumentazione, nella maggior parte dei casi le 
curve si interrompono prima che il fenomeno si verifichi). 

In Figura 6 è evidente la rottura di una staffa a fine prova e 
la forma deformata di una delle due barre d’armatura 
compressa che svergola per instabilità. Dalla figura è altresì 
rilevabile l’azione di cucitura delle fessure esercitata dalle 
fibre fino allo stato ultimo. 

 
3.  MODELLO DI CALCOLO 
 
3.1 Ipotesi di base e procedura di calcolo 

Il modello di calcolo è basato su una discretizzazione a 
strisce della generica sezione di colonna che, in ragione 
dell’ubicazione dei comparatori, può assumersi quale sezione 
di metà altezza, ma che in realtà potrebbe essere una qualsiasi, 
considerato che il peso proprio e gli effetti del secondo ordine 
vengono trascurati. 

L’i-esima striscia, parallela all’asse neutro, è caratterizzata 
dallo spessore hsi, dalla larghezza b pari a quella della sezione 
e dalla distanza di dal baricentro G della sezione. 

Le strisce che ricadono per intero nella porzione non 
confinata, per le quali risulta |di| -  hsi /2 ³  bc/2, con bc = 
dimensione del nucleo confinato misurata lungo l’asse della 
staffa, sono costituite da un solo materiale: la tensione 
calcolata per il calcestruzzo non confinato in corrispondenza 
del baricentro, assunta costante per l’intera striscia, insiste su 
un’area pari a b×hsi. Le strisce per le quali di non rispetta la 
precedente limitazione sono invece costituite da calcestruzzo 
non confinato per un’area pari a (b – bc) hsi e da calcestruzzo 
confinato per la restante porzione, di area pari a bc×hsi; anche 
per queste strisce il contributo all’equilibrio dell’intera sezione 
è calcolato assumendo tensione costante per i due materiali 
nelle rispettive aree e pari a quelle calcolate nei baricentri 
delle aree stesse.   

Le armature longitudinali sono assunte concentrate nel 
baricentri delle rispettive sezioni, la cui distanza da G è pari a 
|dfi| = bc – (dst + d� )/2.  

La procedura di calcolo, che consente di tracciare per 
punti la curva M-f , si basa sull’ipotesi di sezione che si 
deforma mantenendosi piana fino allo stato ultimo. Per ogni 
valore assegnato a f , la sezione risulta interamente compressa 
se al lembo maggiormente sollecitato la deformazione 
specifica ec vale ec,max = f  b. Assumendo per ec  questo valore, 
si calcolano le deformazioni caratteristiche di ciascuna striscia 
ei = ec – f  (b/2–di) e dell’armatura efi = ec – f  (b/2–dfi); noto il 
legame costitutivo dei materiali, si determinano quindi le   
tensioni corrispondenti alle deformazioni calcolate e il 
contributo di ciascuna delle aree prima indicate, oltre che 
dell’armatura, all’equilibrio della sezione. 

La somma di tali contributi fornisce una coppia di valori 
M, P il cui rapporto è certamente minore dell’eccentricità 
assegnata (e = b/2); mantenendo costante f , si riduce allora ec 
di un Dec sufficientemente piccolo e si ripetono le operazioni 
di calcolo prima descritte per ulteriori successive riduzioni di 
ec finché non risulti 
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essendo i pedici j-1 e j rispettivamente corrispondenti a 
sollecitazioni calcolate per ec1 = ec,max – (j – 1) Dec  e ec2 = 
ec,max – j Dec. L’effettiva coppia di valori M, P che corrisponde 
al valore di f  assegnato e realizza l’eccentricità e = b/2 si 
ottiene interpolando linearmente tra i valori calcolati per ec1 e 
ec2. 

La coppia di valori M, f  individua un punto della curva 
cercata; l’intera curva momento-curvatura si traccia 
raccordando i punti ottenuti facendo crescere f  da zero a un 
valore massimo assegnato. 

Si osservi che, se nell’applicazione si impone un limite per 
ec,max (nel caso specifico si è assunto ec,max = 0.03), può 
accadere che per valori elevati di f , risultando ec,max < f  b, la 
sezione sia parzializzata e sia già M/P > e per il primo valore 
assunto per ec. In questo caso la procedura si arresta e l’ultimo 
punto della curva M-f  corrisponde a quello dedotto nel passo 
precedente.  

 
3.2 Legami costitutivi del calcestruzzo non confinato 

Il legame assunto per il calcestruzzo non confinato in 
compressione, sia in assenza che in presenza di fibre di 
rinforzo, è quello proposto originariamente in [10]. La scelta è 
motivata sia dal fatto che i parametri che lo definiscono sono 
quelli direttamente rilevati dalla sperimentazione effettuata, 
sia dal fatto che esso è stato utilizzato da numerosi altri autori 
e si presta a riprodurre, con opportune modifiche, anche il 
legame tensione deformazione in presenza di confinamento. 

La forma analitica del legame è espressa dalle relazioni 
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dove i valori di fc’, eco e eo85 sono quelli definiti al paragrafo 2, 
con riferimento al calcestruzzo ordinario e a quello fibroso. In 
base a questi valori, la retta che definisce il ramo post-picco, a 
pendenza negativa, si interrompe (fc = 0) per eu = 0.0059 e eu 
= 0.0158 rispettivamente nei due casi; questi valori sono molto 
prossimi a quelli per i quali le prove sperimentali rivelano la 
completa espulsione del copriferro. 

Relativamente al comportamento in trazione, il modello 
analitico è basato sulle espressioni proposte in [11] sulla base 
di verifiche sperimentali. Per il calcestruzzo ordinario la 
risposta in trazione è espressa da un ramo lineare crescente (in 
valore assoluto) fino al valore di resistenza massima; segue un 
ramo lineare decrescente fino a che la tensione non assume  
valore nullo, quando la deformazione specifica, in valore 
assoluto, diventa pari a 2 volte la deformazione specifica di 
snervamento dell’armatura longitudinale (indicata con es1 al 
paragrafo 2). 

Assumendo il modulo di resistenza a trazione pari alla 
metà di quello in compressione calcolato come in [12], si ha 
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e pertanto il legame tensione-deformazione del calcestruzzo 
ordinario in trazione si esprime come segue: 
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Nel caso di calcestruzzo fibroso la prima delle (4) si 

mantiene valida mentre la seconda assume una pendenza 
ridotta, dovendosi considerare una resistenza residua ft,res che 
si attinge per e = – es1 e che è dovuta alla presenza delle fibre. 
Le grandezze da cui dipende tale resistenza sono: il rapporto 
in volume Vf, un fattore di orientamento delle fibre, il rapporto 
lunghezza/diametro della fibra, la tensione di aderenza fibra-
calcestruzzo. Un’espressione semplificata che include i 
suddetti parametri è dedotta in [1], per cui, per il caso in 
studio, può assumersi  
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Pertanto, per il calcestruzzo fibroso in trazione valgono le 

seguenti relazioni: 
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Nel modello di calcolo utilizzato il tratto orizzontale 

corrispondente alla resistenza residua è stato interrotto quando 
e attinge un valore pari a – 2 es1, tenuto conto che per questo 
valore di deformazione, essendo il calcestruzzo ampiamente 
fessurato, non appare realistico includere alcun ulteriore 
contributo di resistenza a trazione. 

I legami tensione-deformazione espressi analiticamente 
dalle (2), (4) e (6), specializzati per il calcestruzzo ordinario e 
per quello fibroso, sono rappresentati in Figura 7. 
 

 
Figura 7 - Modellazione del calcestruzzo non confinato. 
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3.3 Legami costitutivi del calcestruzzo confinato 
La scelta del legame costitutivo da adottare per il 

calcestruzzo confinato è assai meno semplice di quella che 
riguarda il calcestruzzo non confinato, essenzialmente per i 
seguenti motivi: i) i legami costitutivi proposti in letteratura 
sono numerosi ma, essendo fortemente influenzati dalle 
ipotesi sulla distribuzione della pressione di confinamento nel 
piano delle staffe e longitudinalmente tra due staffe 
consecutive, si traducono in espressioni analitiche spesso 
molto differenti non solo nella forma ma anche nei valori 
forniti; ii) i legami proposti sono dedotti da prove di 
compressione centrata, nelle quali il confinamento risulta 
uniforme e si esplica in maniera ottimale. 

Con riguardo alla prima considerazione, evitando di 
entrare nel dettaglio dei parametri che conducono alle diverse 
formulazioni, in Figura 8 sono graficamente confrontati i 
legami dedotti utilizzando le espressioni proposte in [12] e 
[13], riferiti al calcestruzzo ordinario utilizzato nella 
sperimentazione a base di questo lavoro. 

 

 
Figura 8 - Legami costitutivi per calcestruzzo confinato. 

 
Per il tracciamento delle curve sono stati considerati due 

diversi valori del rapporto di confinamento r  tra il volume di 
armatura trasversale e il volume di calcestruzzo confinato di 
pertinenza. Il valore r =0.547% corrisponde a quello che si 
realizza nei campioni sperimentati (Fig. 1), il valore 
r =1.094%, doppio del precedente e ottenuto ipotizzando di 
dimezzare il passo della staffatura, è stato considerato per 
verificare la discordanza delle curve al crescere di questo 
parametro. In effetti al crescere di r  i rami post-picco delle 
due diverse curve sono pressoché paralleli; tuttavia essi 
rimangono distanti per la diversa stima del valore di picco ©

ccf  

nei due casi. 
Relativamente alla seconda considerazione, è indubbio che 

quando la sezione compressa si parzializza, mentre la zona 
maggiormente distante dall’asse neutro mantiene un adeguato 
livello di confinamento, quella più prossima ad esso, contigua 
alla porzione fessurata, andrebbe penalizzata nel suo legame 
tensione-deformazione, dato che per essa risulta fortemente 
ridotta la pressione di confinamento. Considerazioni più 
dettagliate su quanto osservato possono reperirsi in [14], dove 
comunque si dimostra sperimentalmente che, utilizzando il 
legame proposto in [13], la penalizzazione da attribuire alle 
“strisce” di sezione più prossime all’asse neutro può essere 
trascurata, per il modesto valore di deformazione (e quindi di 
tensione) che ad esse compete, rispetto alla regioni più esterne. 

Il modello qui proposto utilizza quindi il legame già 
rappresentato con tratto continuo in Figura 8, specializzandolo 
anche per il calcestruzzo fibroso (Fig. 9). 

 

 
Figura 9 - Modellazione del calcestruzzo confinato. 

 
Dal punto di vista analitico, per la trazione valgono le 

relazioni riportate nel precedente paragrafo; nel campo delle 
deformazioni positive (compressione) la curva fino al valore 
massimo ©

ccf è espressa dalla 
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mentre il tratto lineare a pendenza negativa fino a ec,02, oltre il 
quale la tensione si mantiene costante e pari a fc = 0.2 f ’cc, ha 
equazione identica alla seconda delle (2) con f ’

cc al posto di fc
’
 

e ec,o85 al posto di 85oe . 

I valori delle deformazioni caratteristiche e delle 
corrispondenti tensioni, nonché il coefficiente k che figura 
nella (7), dipendono dal rapporto volumetrico di confinamento 
e dalla effettiva pressione di confinamento fle secondo le 
relazioni 
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La pressione fle dipende a sua volta da r , dalla tensione di 

snervamento dell’armatura trasversale, dal passo delle staffe, 
dalla distanza tra le barre longitudinali nel piano della sezione 
e dalla dimensione del nucleo confinato [13]. 

Ponendo fle = 0 e r  = 0, il legame assume la forma 
espressa dalla (2) per il calcestruzzo non confinato. Il 
presupposto perché il legane descritto si mantenga valido fino 
allo stato ultimo è che le barre longitudinali di armatura 
compressa si mantengano stabili dopo lo snervamento [14]; 
pertanto, il modello di calcolo utilizzato nel presente lavoro 
prevede che, non appena questa condizione non è più 
verificata, il legame si modifichi aggiornando le (8) dopo 
avere assunto fle = 0. 

 
3.4 Legame costitutivo per l’armatura longitudinale 

Il legame s-e per l’armatura longitudinale in trazione, in 
base ai dati rilevati sperimentalmente, può essere modellato 
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considerando un primo tratto lineare con legge s f = Ef e, con 
Ef = 206 GPa, fino allo snervamento, seguito da un tratto 
orizzontale a  tensione s f = s s, di ampiezza es, e da un 
ulteriore tratto lineare a modesta pendenza positiva 
(incrudimento) con modulo di incrudimento Eh = 0.0033 Ef. 

La possibilità di utilizzare il suddetto legame anche in 
compressione è invece subordinata alla verifica che, quando il 
copriferro diventa inefficace, la barra di armatura snervata si 
mantenga stabile. Questa verifica si effettua utilizzando 
l’approccio proposto in [15], dove il carico critico della barra 
compressa e la lunghezza del tratto di barra eventualmente 
coinvolto nello svergolamento sono dedotti in funzione del 
rapporto di rigidezza g = a s3/ (Er If ) con If momento di 
inerzia della sezione della barra, Er modulo di elasticità ridotto 
(barra snervata) e a rigidezza assiale offerta dalla staffa allo 
svergolamento. Potendosi assumere fissa l’armatura 
longitudinale tesa, indicando con wst l’area della sezione della 
staffa, il cui braccio efficace misura bc, si ha a = Ef wst/ bc . 

Calcolando Er come in [15] (risulta Er = 2778 MPa) e 
introducendo nelle precedenti espressioni i valori delle 
grandezze coinvolte, si ottiene g = 3557.8, valore per il quale 
l’approccio proposto in [15] fornisce scr = 188 MPa e una 
lunghezza di barra coinvolta nello svergolamento pari a L = 
1.2 s = 78 mm. Può quindi affermarsi che, non appena 
l’armatura in compressione supera il limite di snervamento, la 
brusca riduzione del modulo elastico da Ef a Er la predispone 
allo svergolamento per un tratto di poco superiore a s, che 
coinvolge quindi 2 staffe consecutive (Fig. 6). In queste 
condizioni il legame s-e  segue una legge diversa da quella 
nominale, che può essere dedotta utilizzando il modello 
proposto in [16]. 

Secondo questo modello, a partire dalla tensione di 
snervamento, al crescere di e la tensione subisce una riduzione 
lineare rispetto al valore nominale fino al punto di coordinate 
e*, s *; segue un tratto  a  pendenza negativa  costante e  pari a 
-  0.02 Ef fino a che non si ha s f = 0.2 s s. Il punto di 
coordinate e*, s * dipende unicamente dal parametro l b = 0.1 L 
s s

0.5 /d� , che, per le applicazioni qui condotte vale l b = 13.956. 
Tralasciando di riportare le espressioni analitiche che 
definiscono l’effettiva legge s-e della barra instabilizzata, per 
le quali si rimanda al lavoro sopra citato, se ne mostra la 
rappresentazione grafica in Figura 10. Si fa osservare, infine, 
che, per i casi in studio, risultando s *= 324 MPa per e*= 
0.0512, il secondo tratto della curva s-e effettiva della barra 
instabilizzata non è stato considerato.  

 

 
Figura 10 - Modellazione dell’armatura compressa instabilizzata. 

 

Definita la legge s-e della barra instabilizzata, occorre ora 
stabilire per quali valori della deformazione essa viene 
realmente coinvolta nella risposta della sezione, ovvero per 
quali condizioni il copriferro diventa inefficace ai fini della 
stabilità dell’armatura. 

Nel caso di calcestruzzo ordinario, come confermato 
sperimentalmente, il contributo di rigidezza laterale offerto 
dalla porzione non confinata della sezione può ritenersi 
inefficace quando la deformazione raggiunge il valore eo85; al 
riguardo occorre sottolineare che nella originaria formulazione 
[10] la retta espressa dalla seconda delle (2) si interrompe per 
questo valore di deformazione, considerato il forte degrado cui 
è soggetta la matrice cementizia per valori più elevati di e. 

Tenuto conto  che per i casi in studio si ha eo85 = 0.0025 e 
es = 0.0022, la precedente assunzione implica che la curva a 
tratto intero di Figura 10 viene percorsa dall’armatura 
compressa dopo un breve tratto orizzontale in cui vale la curva 
nominale in tratteggio. 

Relativamente al caso di calcestruzzo fibroso, considerato 
che il contributo delle fibre si mantiene efficace fino alla 
completa espulsione del copriferro, dovrà preventivamente 
verificarsi se prima che questa circostanza si verifichi la barra 
compressa si mantiene stabile, percorrendo quindi la curva 
nominale fino a e = eu = 0.0158 (paragrafo 2). Allo scopo si 
utilizza la formulazione proposta in [17], in cui la barra è 
modellata come una trave continua su letto di molle 
uniformemente diffuse longitudinalmente, la cui rigidezza può 
essere calcolata distribuendo quella già valutata per la singola 
staffa sul passo s (bst = a/s) e sommando ad essa quella offerta 
dalle fibre. Questa seconda aliquota può essere valutata 
seguendo la procedura proposta in [18], per la quale si ha 

3

2

f

bfb

fb
fb 3

V
n
bE

�
�

	


�

�
=b

�
         (9) 

 
dove Efb = Ef è il modulo elastico delle fibre, � fb = 30 mm è la 
lunghezza delle fibre, b la misura del lato della sezione 
(quadrata) e nb il numero di barre longitudinali potenzialmente 
soggette ad instabilizzarsi simultaneamente. 

Effettuando i calcoli per il più piccolo dei due valori di b 
(185 mm), si ottiene bfb = 14173 N/mm2, mentre per la 
rigidezza distribuita offerta dalle staffe si ricava bst = 536 
N/mm2. Trascurando bst rispetto a bfb, per cui il modello di 
calcolo proposto in [18] diventa rigoroso, si ottiene Pcr = (12 
Er If bfb)

0.5 = 707.12 KN, da cui  scr = 6252 MPa. Il risultato 
conferma che, fino a che il copriferro è presente, la curva s-e 
dell’acciaio in compressione è quella nominale. 
 
4. RISULTATI E COMMENTI 
 

La Figura 11 mostra il confronto tra i risultati ottenuti 
utilizzando il modello proposto e quelli rilevati 
sperimentalmente, già riportati in Figura 4. Le curve M-f  
dedotte per via numerica mostrano un buon livello di 
approssimazione dei dati sperimentali, confermando una 
adeguata interpretazione dei fenomeni coinvolti nella risposta 
strutturale. 

Con riguardo alle curve ottenute per Vf =1 %, il modello 
approssima  le  curve  sperimentali  relative  ai  campioni       
di  calcestruzzo   fibroso  che  hanno  mostrato  le  migliori  
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Figura 11 -  Confronto tra risultati analitici e sperimentali. 
 

 
prestazioni, potendosi pertanto ritenere che questi campioni 
per il livello di compattazione raggiunto nella matrice 
cementizia, esibiscono le proprietà meccaniche nominali. 
Relativamente ai campioni realizzati con calcestruzzo fibroso 
e con d = 25 mm, il modello sovrastima la risposta effettiva; 
considerato che  l’eccesso riguarda anche il valore di  picco, lo 
scarto può attribuirsi ad una sovrastima delle proprietà 
meccaniche del calcestruzzo fibroso non confinato, ovvero a 
un più brusco degrado degli strati più esterni del copriferro nei 
provini. Entrambi i fenomeni infatti sono meno rilevanti 
quando lo spessore del copriferro è più piccolo (d = 10 mm) e 
in questo caso il modello fornisce risultati decisamente 
migliori. 

Relativamente ai livelli di approssimazione conseguibili 
per via numerica è comunque da osservare che l’interazione 
tra nucleo di calcestruzzo confinato e non confinato e gli 
effetti del secondo ordine prodotti dall’eccentricità del carico 
sono fenomeni che andrebbero inclusi nel modello stesso per 
migliorarne la precisione. In ultimo si sottolinea il fatto che 
l’avere testato il modello su campioni che esibiscono 
comportamenti fortemente influenzati dagli spessori del 
copriferro e dalla predisposizione dell’armatura longitudinale 
allo svergolamento, costituisce in sé una buona prova di 
affidabilità. 
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SOMMARIO 
Scopo del presente lavoro è quello di esaminare i principali aspetti critici dei correnti sistemi di rinforzo di travi in calcestruzzo 
armato mediante l’utilizzo di materiali compositi in FRP (rinforzo a flessione e rinforzo a taglio) e  di fornire delle utili indicazioni 
per lo sviluppo di migliorate configurazioni di rinforzo in grado di prevenire o ritardare gli indesiderati effetti di rotture premature e 
fragili  prodotte dai meccanismi di delaminazione, al fine di assicurare una maggiore efficienza strutturale degli elementi rinforzati.  
 
SUMMARY 
The objective of this paper is to examine the main critical aspects of the current strengthening systems of reinforced concrete beams 
with composite materials (flexural and shear strengthening) and to provide some useful suggestions to find new strengthening 
configurations capable to develop the strength of the composite laminates and to preclude premature and brittle failure modes 
caused by debonding mechanisms. 
 
 
 
 
1. INTRODUZIONE 
 

Negli ultimi anni, in varie parti del mondo, c’è stata 
un’allarmante crescita del  numero di strutture ed infrastrutture 
civili che richiedono interventi urgenti di adeguamento statico. 
Le necessità di intervento derivano da varie ragioni, quali: (i) 
il rapido deterioramento dei materiali da costruzione 
tradizionali dovuto agli agenti inquinanti presenti 
nell’ambiente, (ii) il danneggiamento di infrastrutture prodotto 
da terremoti o altri disastri naturali, (iii) l’incremento di 
prestazioni strutturali richieste rispetto a quelle per le quali le 
strutture erano state progettate in passato.  

Questa massiccia crisi delle infrastrutture civili, 
verificatasi nonostante i notevoli progressi compiuti negli 
ultimi decenni nel campo della meccanica dei materiali e delle 
strutture, si configura ormai come un’autentica sfida per 
l’industria delle costruzioni nel XXI° secolo. Alcuni studi 
[1,2] concordano nell’attribuire all’alterato equilibrio 
dell’ambiente, oltre che alla mutata qualità dei materiali di 
costruzione, particolarmente il cemento, le principali cause del 
prematuro degrado di molte infrastrutture civili.  

In generale, poiché è economicamente insostenibile 
demolire e ricostruire una struttura deteriorata, l’industria 
delle costruzioni si è trovata ad affrontare un enorme 
problema: come sviluppare nuovi materiali e nuove tecniche 
di intervento per la riparazione ed il rinforzo di strutture 
esistenti danneggiate o degradate.  Al riguardo, i materiali 

compositi formati da polimeri fibro-rinforzati (FRP) hanno 
ricevuto grande attenzione sia da parte di ricercatori sia di 
ingegneri e le applicazioni di tali materiali nel rinforzo 
strutturale sono state tra le aree di maggiore crescita nel 
campo dell’ingegneria civile negli ultimi 10 anni. Le 
motivazioni dello sviluppo impetuoso dell’area del rinforzo 
strutturale mediante materiali compositi sono numerose e 
diverse. Tali materiali, nella forma di sottili laminati o tessuti 
incollati mediante resine epossidiche sulla superficie esterna di 
elementi strutturali, presentano un’eccezionale combinazione 
di proprietà che rendono molto efficace ed attraente questa 
tecnica di rinforzo: relativa semplicità di applicazione, rapidità 
di esecuzione, minime variazioni nelle dimensioni 
geometriche e nel sistema strutturale, estrema versatilità 
nell’adattarsi a differenti forme sezionali, minima interruzione 
dell’uso della struttura.  

Una delle principali applicazioni dei compositi in FRP 
consiste nell’impiego come armatura addizionale di varie 
forme per il rinforzo di travi in calcestruzzo armato (c.a.).  
Anche se la tecnica del placcaggio risulta piuttosto semplice 
concettualmente, la sua affidabilità dipende largamente 
dall’integrità dell’aderenza sviluppata tra il composito e il 
substrato di calcestruzzo e dall’efficienza del trasferimento di 
tensioni tra essi. L’importanza dell’argomento e 
l’insufficienza di dati specifici ha fatto sì che in anni recenti 
siano state eseguite  molte indagini sperimentali aventi lo 
scopo di valutare l’affidabilità di esercizio ed il grado di 
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sicurezza di tale tecnica di rinforzo in modo da poterne 
sfruttare pienamente le potenzialità. Tuttavia, l’esame degli 
studi riportati in letteratura rivela chiaramente come il 
problema del progetto del rinforzo di elementi strutturali in 
c.a. sia lontano dall’essere risolto in forma razionale ed 
affidabile. Infatti, in diversi casi la modalità di rottura di una 
trave in c.a. rinforzata con laminati o tessuti in composito si 
presenta di tipo tendenzialmente fragile, a causa del repentino 
distacco (delaminazione) del composito  dal calcestruzzo. Tale 
comportamento fragile, oltre a ridurre la possibilità di una 
piena utilizzazione del rinforzo in composito, risulta anche 
indesiderabile dal punto di vista della sicurezza strutturale.  

Nel seguito, sulla base di un esame critico dei risultati 
pubblicati in letteratura, si mira a rivedere le tecniche 
disponibili per il rinforzo di travi in c.a., ad evidenziarne gli 
aspetti più problematici e proporre lo sviluppo di schemi di 
armatura in FRP o acciaio dove le rotture premature di 
delaminazione siano evitate o ritardate. Vengono, infine, 
proposte delle indicazioni per un approccio unificato di 
progettazione a flessione e taglio, come prerequisito per 
ottenere un progetto più affidabile e razionale di travi in c.a. 
rinforzate esternamente con compositi in FRP, per evitare così 
un eccessivo conservatorismo e spreco di materiale. 

 
 
2.  COMPORTAMENTO STATICO DI TRAVI IN C.A. 

RINFORZATE A FLESSIONE 
 

Numerosi studi sperimentali hanno mostrato che 
l’incollaggio di materiale FRP sulla faccia tesa di travi in c.a. 
debolmente armate migliora sensibilmente il comportamento 
globale di questi elementi strutturali, sia in condizioni di 
esercizio sia ultime [3,4]. Tuttavia, tali investigazioni hanno 
evidenziato che una trave placcata, oltre ai classici 
meccanismi di rottura per flessione e taglio che caratterizzano 
le usuali travi non rinforzate, presenta nuove e spesso fragili  
modalità di rottura dovute a meccanismi come la 
delaminazione all’interfaccia tra FRP e calcestruzzo.  

Una schematica rappresentazione di tipici modi di rottura 
per delaminazione osservati nei test sperimentali è riportata in 
Figura 1. Sostanzialmente questi modi di rottura possono 
essere raggruppati in due categorie principali:  

1) quelli associati con le elevate tensioni di interfaccia che 
si sviluppano vicino alle estremità della lamina/tessuto in FRP 
(Fig.1a,b), indicati sinteticamente come delaminazione di 
estremità;  

2) quelli indotti da una fessura per flessione o per 
flessione-taglio lontano dalle estremità del rinforzo (Fig.1c,d), 
indicati sinteticamente come delaminazione da fessure 
intermedie. 

Dei due possibili modi di delaminazione di estremità, il 
primo (Fig.1a) involve il distacco dell’armatura di rinforzo 
con il copriferro di calcestruzzo ed è quello più 
frequentemente riscontrato nei test sperimentali. Questo 
meccanismo di rottura ha inizio con la formazione di una 
fessura nel calcestruzzo in corrispondenza dell’estremità del 
rinforzo, prodotta dall’elevata concentrazione di tensioni che 
si sviluppa per effetto della brusca interruzione della lamina di 
rinforzo. Dopo la formazione di tale fessura, il processo di 
frattura si propaga al livello dell’armatura longitudinale 
interna e progredisce orizzontalmente lungo il suddetto livello 
verso la mezzeria della trave, producendo così il distacco 

dell’intero strato di copriferro con l’incollata armatura esterna 
di rinforzo. In alcune situazioni, specie in presenza di lamine 
molto sottili, la delaminazione anzichè coinvolgere l’intero 
spessore del calcestruzzo di ricoprimento delle barre di 
armatura, può prodursi all’interfaccia adesivo-calcestruzzo 
con l’asportazione solamente di un sottile strato di 
calcestruzzo (Fig.1b). 

Il meccanismo per delaminazione da fessure intermedie 
(Fig.1c,d) non differisce molto in termini di evoluzione del 
processo di danneggiamento da quello per delaminazione di 
estremità. Quando nel calcestruzzo si forma una fessura 
principale, sia essa di tipo flessionale (Fig.1c) o tagliante 
(Fig.1d), le tensioni di trazione rilasciate dal calcestruzzo 
fessurato sono trasferite alla lamina in FRP. Come 
conseguenza, elevati sforzi locali di interfaccia si generano 
nell’intorno della fessura, che si incrementano al crescere dei 
carichi esterni. Quando questi sforzi raggiungono dei valori 
critici, la delaminazione inizia dalla zona della fessura e si 
propaga verso  una delle estremità della lamina di rinforzo. 
Anche in tal caso si osserva una rapida evoluzione del 
processo di rottura, con improvviso distacco della lamina  
dalla trave.  

Nel tentativo di prevedere la capacità di carico di una trave 
rinforzata che presenta queste modalità di rottura per 
delaminazione, molti studi sono stati compiuti e diversi 
modelli teorici sono stati proposti. Per valutare le tensioni di 
interfaccia all’estremità della lamina in FRP, differenti 
equazioni sono state derivate in varie investigazioni [5,6,7] 
sulla base di un’analisi elastica della trave rinforzata. 
Comunque, è stato osservato in alcune investigazioni 
sperimentali [8] che si verificano sempre delle fessure 
inclinate nel calcestruzzo all’estremità della lamina in FRP 
ben prima che sia raggiunta la capacità di carico della trave 
rinforzata. Ciò implica che la rottura per delaminazione della 
trave non è associata con la concentrazione di tensioni di tipo 
elastico all’estremità della lamina in FRP e, pertanto, tali 
modellazioni si rilevano scarsamente attendibili.  

Altri modelli sono stati sviluppati sulla base della capacità 
a taglio della trave [10,11], la cui natura è però essenzialmente 
empirica. Un ulteriore approccio per la modellazione dei 
fenomeni di delaminazione è basato sull’osservazione fisica 
che il copriferro di calcestruzzo danneggiato (fessurato) può 
condurre alla formazione di blocchi di calcestruzzo simili a dei 
‘denti’ lungo la faccia inferiore della trave, da cui sono stati 
proposti dei  modelli cosiddetti a “dente” [12]. Un’indagine di 
modelli esistenti condotta da alcuni ricercatori [13] mostra 
tuttavia che nessuno dei modelli esistenti può accuratamente 
predire il carico di rottura quando si verifica la delaminazione 
di estremità.  

Le diverse incertezze e difficoltà che si presentano per la 
formulazione di un’appropriata e realistica previsione del 
carico di rottura per delaminazione di travi rinforzate a 
flessione si ritrovano anche nelle semplici prescrizioni fornite 
da alcune Istruzioni tecniche per il rinforzo strutturale [14,15]. 
Per il progetto del rinforzo, difatti,  raccomandano un limite 
massimo di deformazione (o tensione) nella lamina in FRP 
allo scopo di evitare rotture per delaminazione. 

Un’attenta analisi, comunque, sia dei numerosi risultati 
sperimentali su travi rinforzate a flessione disponibili in 
letteratura sia dei numerosi studi teorici condotti al fine di 
investigare e predire i fenomeni di rottura per delaminazione, 
rivela che il problema da superare non è tanto quello di trovare  
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Figura 1 -  Modi di rottura per delaminazione  
di una trave rinforzata a flessione [9] 

 
soluzioni realistiche ed affidabili  del carico ultimo per 
delaminazione - sebbene ciò non sia affatto facile - quanto 
piuttosto quello di prevenire alcuni prematuri meccanismi per 
delaminazione particolarmente fragili. A tal fine, alcuni studi 
recenti [16,17] hanno mostrato che introducendo dei rinforzi 
d’anima a supporto dell’armatura esterna a flessione si ottiene 
un significativo miglioramento nel comportamento strutturale 
degli elementi rinforzati, sia in termini di resistenza sia di 
duttilità.  
Nel seguito verrà descritto in dettaglio il ruolo che possono 
avere i collegamenti trasversali a supporto dell’armatura 
longitudinale esterna nel prevenire o ritardare il meccanismo 
di rottura per delaminazione, modificando così la gerarchia 
delle resistenze interne della trave, con conversione di un tipo 
di rottura potenzialmente fragile in uno più duttile. 
 
 
3.  COMPORTAMENTO STATICO DI TRAVI IN C.A. 

RINFORZATE A TAGLIO 
 

Laminati e tessuti in FRP incollati esternamente sulle 
pareti verticali d’anima possono essere usati per incrementare 
la resistenza a taglio di travi in c.a.. L’armatura esterna 
trasversale può assumere forme diverse, come indicato in 
Figura 2.  

Varie investigazioni sperimentali hanno mostrato che il  
comportamento a rottura di travi rinforzate a taglio con 
lamine/tessuti in FRP o piastre in acciaio differisce 
sostanzialmente da quello di travi non rinforzate [17,18]. 
Infatti,  nel caso di usuale trave con staffe metalliche interne, 
la loro forma chiusa assicura sufficiente ancoraggio e la 
rottura è determinata della resistenza a trazione del materiale 
costituente. Al contrario, quando la trave è rinforzata con 
armatura esterna in FRP, la modalità di rottura è governata 
essenzialmente dall’efficienza di ancoraggio dell’armatura 
stessa, piuttosto che dalla sua resistenza a trazione. 

Il problema dell’ancoraggio deriva dalla difficoltà pratica 
di realizzare l’armatura di rinforzo a taglio in forma chiusa 
mediante avvolgimento sull’intera sezione della trave, come 
nel caso di sezione a T, oppure per la giunzione trave/soletta 
nel caso di sezione rettangolare. Di conseguenza,  la 
configurazione dell’armatura a taglio è usualmente realizzata 

mediante incollaggio su due o tre facce (rinforzo ad U), 
esacerbando così il rischio di rotture per delaminazione. 
Le formulazioni proposte in letteratura per la valutazione della 
capacità resistente a taglio di travi rinforzate esternamente con 
lamine/tessuti in FRP sono generalmente basate sugli approcci 
adottati nell’Eurocodice 2 [19] o nell’ ACI [20], assumendo 
che la capacità resistente possa calcolarsi in maniera  analoga 
al  caso  di  travi  non  rinforzate,  sommando i contributi 
resistenti  dell’armatura  trasversale esterna  agli  ordinari 
contributi resistenti del calcestruzzo compresso e 
dell’armatura tagliante interna. Il contributo dell’armatura 
trasversale esterna è valutata sulla base di una deformazione 
efficace, la quale è generalmente minore rispetto a quella 
ultima per trazione. Sono state proposte semplici relazioni per 
la valutazione di tale deformazione efficace (o 
equivalentemente, per la tensione efficace) [21]. Comunque, le 
previsioni fornite da queste equazioni non sono sempre 
consistenti ed inoltre sono spesso basate su assunzioni 
empiriche, calibrate solo su un numero ristretto di risultati 
sperimentali. 

Il progetto del sistema di rinforzo a taglio segue le stesse 
procedure usate nel c.a. convenzionale. Esse involvono il 
calcolo della forza di taglio dovuta ai carichi  ultimi e il 
confronto con la capacità resistente a taglio fornita dal 
calcestruzzo e dall’armatura tagliante presente. Dove esiste 
una deficienza, sarà necessaria l’introduzione di un’armatura 
esterna a taglio in FRP. La quantità di armatura trasversale 
esterna richiesta può essere valutata usando gli stessi principi 
adottati nel progetto del c.a. convenzionale.  

 
 

4. CONSIDERAZIONI SULLE MODALITA’ DI 
RINFORZO DELLE TRAVI 

 
Quando una trave in c.a. è rinforzata con un’armatura in 

FRP esternamente incollata, l’aspetto più importante del suo 
comportamento è che l’azione composita sia preservata per 
tutti gli stati di carico fino alla rottura (requisito di integrità 
strutturale). Nel rinforzo a flessione, normalmente si considera 
di aggiungere lamine sulla faccia tesa della trave. Le lamine 
non possono essere continue fino agli appoggi e il brusco 
taglio del sistema lamina-adesivo adiacente agli appoggi crea, 
attraverso lo sviluppo di un’elevata concentrazione di tensioni 
normali e tangenziali di interfaccia, le condizioni per  
l’insorgenza dei meccanismi di delaminazione. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 Figura  2 -  Configurazioni dell’ armatura 
  esterna per il rinforzo a taglio 
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Sebbene sostanziali incrementi nella capacità di carico 
possano essere ottenuti con tale schema di rinforzo, la rottura 
finale si verifica secondo modalità  che  non  sono desiderabili 
in pratica. Un’analisi critica dei risultati disponibili in 
letteratura mostra che travi in c.a. rinforzate flessionalmente 
con lamine incollate in FRP, manifestano due sostanziali 
debolezze, ovvero, (i) mancanza di duttilità e (ii) mancanza di 
adeguata sicurezza a taglio.  

Premature e indesiderabili rotture sono state riportate in 
varie travi in c.a. rinforzate con lamine di vario tipo e in questi 
test la deformazione del calcestruzzo nella zona compressa 
non ha mai raggiunto lo stadio dello schiacciamento. Spesso è 
stato riscontrato che travi rinforzate con solo lamine in FRP 
incollate sulla faccia tesa senza qualsiasi ancoraggio esterno, 
possono anche portare elevati carichi a rottura, ma collassano 
rapidamente in un modo fragile, con la capacità di carico che 
sostanzialmente  si abbatte nell’istante di rottura,  con 
l’esplosivo distacco dell’armatura di rinforzo. 

Le elevate concentrazioni di tensione alle estremità delle 
lamine, responsabili dei più frequenti e pericolosi fenomeni di 
delaminazione, possono essere efficacemente contrastate dalla 
previsione di adeguate piastre di ancoraggio. Alcuni recenti 
studi [16,17] confermano, infatti, che travi rinforzate a 
flessione con  lamine in FRP con la presenza di ancoraggi di 
estremità subiscono rotture meno fragili e portano maggiori 
carichi di rottura rispetto alle travi rinforzate senza ancoraggi. 

Uno studio critico dei risultati di test e dei modi di rottura 
mostra che uno dei ruoli degli ancoraggi, più in generale dei 
collegamenti trasversali a taglio, è quello di trasformare una 
rottura di tipo fragile in una quasi duttile.  

Per preservare l’integrità strutturale e la sicurezza 
strutturale, un’interazione sinergica tra armatura a flessione e 
armatura d’anima a taglio è pertanto ritenuta essenziale. In 
pratica, il ruolo dei collegamenti d’anima è duplice: essi non 
solo agiscono come armatura di confinamento per migliorare 
l’efficienza dell’armatura flessionale esterna prima di 
un’eventuale rottura a flessione o taglio, ma agiscono anche 
come armatura esterna a taglio per migliorare la resistenza 
tagliante della trave. Un diretto risultato di questa azione 
sinergica è che i collegamenti d’anima sono molto efficaci nel 
controllare gli sforzi di trazione di distacco (splitting) al livello 
dell’armatura longitudinale interna e gli sforzi di trazione di  
peeling in vicinanza delle estremità delle lamine a flessione. 
Allo stesso tempo, i collegamenti d’anima sono ugualmente 
molto efficaci nel controllare la crescita delle fessure diagonali 
da taglio e perciò rendono più attivi i meccanismi che 
governano la resistenza tagliante di una trave. I benefici di 
questo duplice fondamentale ruolo dei collegamenti d’anima 
conducono a un migliore comportamento strutturale, non solo 
in termini di resistenza a rottura ma anche in termini di 
capacità deformazionale. L’effettiva possibilità di trasformare 
il modo di rottura da un rapido e catastrofico meccanismo in 
uno più graduale e duttile a flessione o taglio dipende 
ovviamente da vari fattori, ma la presenza di entrambe le 
armature esterne longitudinali e trasversali è da ritenersi 
indispensabile affinchè l’elemento strutturale possa 
mobilizzare più efficacemente i differenti meccanismi 
resistenti ai carichi.  
 
 

5.  SISTEMA COMBINATO DI ARMATURE PER  IL  
RINFORZO DI TRAVI IN C.A. 

 
Le considerazioni svolte nel paragrafo precedente 

mostrano chiaramente che c’è una stretta, sinergica interazione 
tra rinforzo a flessione e rinforzo a taglio e che travi in c.a. 
rinforzate separatamente per flessione e per taglio possono 
presentare intrinseche debolezze strutturali, soprattutto in 
termini di duttilità. 

In altri termini, la corrente prassi progettuale del rinforzo 
di travi in c.a. con materiali FRP, che prevede separatamente il 
calcolo dell’armatura a flessione e solo se esiste una 
deficienza a taglio l’introduzione di un’armatura trasversale 
esterna (rinforzo a flessione e/o rinforzo a taglio), è da 
ritenersi concettualmente erronea.  

Rendendo necessaria la presenza dell’armatura esterna a 
taglio solo quando ne ricorrono le esigenze statiche, 
implicitamente significa riconoscere ai collegamenti 
trasversali solamente il ruolo di armatura tagliante, 
disconoscendo invece il ruolo di agente stabilizzante dei 
processi di frattura nel calcestruzzo responsabili dei 
meccanismi di delaminazione dell’armatura longitudinale 
esterna.  

Poiché è stato  sufficientemente provato [16] che i 
collegamenti d’anima sono determinanti nei riguardi di taluni 
degli aspetti più indesiderati del comportamento strutturale di 
travi rinforzate con FRP, la loro presenza deve essere 
considerata indispensabile, in tutte le circostanze, anche 
quando non sussistono deficienze statiche nei riguardi del 
taglio.  

Ritenere che l’effetto dei collegamenti d’anima come 
ancoraggio e supporto per l’armatura flessionale sia 
secondario è un’opinione piuttosto diffusa, ma alquanto 
sbagliata.  La presenza dei collegamenti d’anima, infatti, al di 
là della portanza da essi fornita, risulta decisiva per 
‘contenere’ il calcestruzzo fessurato, evitando cedimenti 
improvvisi e consentendo lo sviluppo di diversi contributi 
resistenti e modalità di rottura di tipo sufficientemente duttile.  

D’altra parte, nel caso di travi convenzionali in c.a., è con 
la presenza di armature trasversali, in aggiunta ovviamente a 
quelle longitudinali, che si può garantire un buon 
comportamento d’assieme dell’elemento strutturale, con 
esclusione di rotture premature e fragili. E’ sostanzialmente 
questa la ragione per cui le norme prescrivono un quantitativo 
minimo di staffe, anche quando non richiesto da esigenze di 
calcolo statico. 

Analoghe considerazioni dovrebbero valere, a maggior 
ragione, per elementi rinforzati mediante l’incollaggio di 
armature esterne in acciaio o FRP. Queste armature 
dovrebbero essere applicate in modo che siano conformi alla 
pratica convenzionale per la sistemazione delle armature 
interne nel calcestruzzo, ponendo particolare cura per 
assicurare che la rottura sia graduale e non catastrofica. In 
sostanza il problema della prematura delaminazione 
dell’armatura longitudinale esternamente incollata potrebbe 
essere in parte superato prevedendo un quantitativo minimo di 
armatura esterna a taglio. 

Le ragioni che rendono necessaria  una combinazione di 
armatura di rinforzo longitudinale e trasversale sono così 
sintetizzabili:  
·  la collaborazione tra elemento strutturale e materiale 

incollato dipende largamente dall’integrità dell’aderenza 



- 79 - 

sviluppata tra il composito e il substrato di calcestruzzo; 
l’uso di un appropriato adesivo e di buone regole di 
esecuzione sono senz’altro fondamentali ai fini 
dell’ottenimento di un’adeguata aderenza, ma altrettanto 
importante è il mantenimento di questa proprietà aderente 
al progredire della fessurazione indotta dall’applicazione 
dei carichi (requisito di integrità strutturale); 

·  se privo di opportune contromisure il substrato di 
calcestruzzo può diventare instabile, innescando i tipici 
processi di delaminazione che riducono fortemente le 
potenzialità del rinforzo; una contromisura 
particolarmente efficace per prevenire o ritardare rotture di 
tipo fragile connesse al manifestarsi di fenomeni di 
delaminazione consiste nel supportare l’armatura di 
rinforzo a flessione  da un’addizionale armatura d’anima; 

·  la presenza di fasciature trasversali tipo staffatura, 
concentrate soprattutto alle estremità dell’armatura 
longitudinale esterna, ma distribuite anche sull’intera 
lunghezza dell’elemento rinforzato, fornisce un’azione di 
confinamento al calcestruzzo di ricoprimento (substrato); 

·  il ruolo delle fasciature trasversali non è tanto (o solo) 
quello di incrementare la resistenza a taglio dell’elemento 
strutturale, ma soprattutto di trasformare un processo 
fessurativo di tipo instabile e incontrollabile in un 
processo in cui la crescita delle fessure risulta contenuto, 
favorendo con ciò la formazione-mobilitazione di più 
meccanismi attivi resistenti; il risultato globale della 
presenza del sistema di rinforzo combinato costituito da 
armatura longitudinale e trasversale è, quindi, non solo in 
termini di incremento della capacità resistenza ultima, ma 
anche nella possibilità di trasformazione di una repentina e 
catastrofica modalità di rottura in una più graduale e 
duttile; 

·  le configurazioni di rinforzo d’anima più idonee sono 
quelle ad U (con o senza ancoraggio alle estremità) e 
quelle in avvolgimento, mentre dovrebbe essere esclusa la 
modalità su due lati che si rileva scarsamente efficace 
[17]. 
Per esemplificare in maniera diretta ed intuitiva il ruolo 

fondamentale dell’armatura trasversale (interna ed esterna) sul 
comportamento strutturale di travi in c.a., si considerino gli 
schemi di prova a rottura riportati nella Figura 3 (trave non 
rinforzata, con e senza staffe) e Figura 4 (trave rinforzata, con 
e senza collegamenti trasversali).  

In entrambi i casi è ben evidente, dal sostanziale cambio 
del quadro fessurativo prodotto dalla presenza delle armature 
trasversali, una completa metamorfosi nel meccanismo di 
rottura e conseguente miglior comportamento d’assieme 
dell’elemento strutturale, soprattutto in termini di capacità di 
deformazione. L’aspetto importante da enfatizzare è che, per 
effetto  dell’interazione sinergica tra armatura longitudinale ed 
armatura trasversale, si producono significativi benefici 
strutturali. 

 
 
6. PROBLEMA DELLA MODELLAZIONE: 
      NECESSITA’ DI UN APPROCCIO UNIFICATO 
 

Accettando l’idea che per le travi in c.a. un qualsiasi 
sistema di rinforzo deve essere costituito dalla combinazione 
di armatura longitudinale ed armatura  trasversale, si dovrebbe  

 

 
Figura  3 -  Comportamento a rottura di travi in c.a.: 
a) trave senza staffe; b) trave con staffe [22] 
 

        

         
Figura 4 - Comportamento a rottura di travi in c.a. rinforzate con 
FRP: a) trave senza collegamenti trasversali; b) trave con 
collegamenti trasversali  [23] 
 
parlare più propriamente di rinforzo a flessione e taglio invece 
di rinforzo a flessione e/o rinforzo a taglio.  

Da un punto di vista analitico sarebbe auspicabile trattare 
in forma unitaria gli effetti flettenti e taglianti, mettendo così 
meglio in conto l’interazione tra armatura a flessione ed 
armatura a taglio. 

Mentre risulta senz’altro oneroso, se non impossibile, 
seguire un approccio progettuale di tipo globale (olistico) in 
cui vengono trattati insieme tutti gli aspetti del problema 
strutturale (scelta dei materiali, requisiti di durabilità, requisiti 
di resistenza), più ragionevolmente potrebbe essere seguito un 
approccio di tipo unificato, in cui gli effetti dovuti a stati di 
sollecitazione composta (es., flessione e taglio) possano essere 
valutati mediante modelli analitici integrali, contrastando così 
un approccio fortemente riduzionistico, in cui ogni effetto 
viene considerato separatamente (es., calcolo a flessione 
distinto da quello a taglio) perdendo spesso l’influenza delle 
possibili interazioni  tra gli stessi. Di fondamentale importanza 
è inoltre la possibilità di disporre di modelli strutturali che 
logicamente riflettano i processi di rottura di travi rinforzate in 
c.a. e che possano predire non solo il carico di rottura, ma 
anche i modi di rottura. Solo così, con l’effettiva possibilità di 
valutare la capacità resistente corrispondente ai vari modi di 
rottura di una trave rinforzata - e perciò di stabilire una 
realistica gerarchia delle resistenze – si potrà pervenire ad una 
razionale progettazione del rinforzo o dell’adeguamento 

a) 

b) 

a) 

b) 
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statico di strutture esistenti nel rispetto del criterio del 
Capacity Design.  

Un modello analitico basato sull’analogia del traliccio 
equivalente che sembra possedere molti dei suddetti requisiti è 
stato proposto in alcuni recenti lavori [24,25]. Tale modello è 
basato su solidi principi ingegneristici, mediante l’assunzione 
di schemi meccanici semplici e razionali e permette di tener 
conto dei principali possibili modi di rottura di travi rinforzate 
con materiali FRP. Per i necessari dettagli, si rimanda ai 
sopracitati lavori.  
 

 
7.   CONCLUSIONI 

 
Nel presente lavoro, sulla base di un esame critico dei 

risultati pubblicati in letteratura, è stata descritta la necessità di 
rivedere le correnti metodologie di rinforzo per le travi in c.a.. 
In particolare, è stata esaminata l’importanza della presenza 
dei collegamenti trasversali d’anima a supporto dell’armatura 
longitudinale. Infatti, i collegamenti d’anima sono in grado di 
garantire l’integrità strutturale di una trave rinforzata con 
armature esternamente incollate e sono capaci di prevenire o 
ritardare i modi di rottura prematuri e fragili dovuti ai 
meccanismi di delaminazione. La loro presenza, pertanto, 
deve essere considerata indispensabile, anche quando non 
sussistono esigenze di calcolo statico nei riguardi della 
sollecitazione tagliante.  
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SOMMARIO 
Nelle travi precompresse con cavi esterni scorrevoli l’incremento di tensione sul cavo e, quindi, la capacità portante non possono 
essere determinati dall’analisi locale delle sezioni critiche, bensì è richiesta una analisi non lineare dell’intero sistema strutturale. In 
passato sono state proposte varie formule semplificate per la determinazione dell’incremento di tensione del cavo. Tuttavia alcuni di 
questi approcci forniscono incrementi di tensione eccessivamente alti oppure troppo cautelativi. In questo articolo viene presentato 
un nuovo metodo semplificato che riduce l’analisi di travi precompresse esternamente da un problema globale a un più semplice 
problema a livello di sezione e che permette una buona approssimazione dei risultati di analisi non lineari agli elementi finiti. 
 
SUMMARY 
The tendon stress at failure, and consequently, the flexural strength of beams prestressed with external slipping tendons cannot be 
evaluated by a local analysis of the critical sections, and a nonlinear analysis of the whole beam-tendon structural system is required. 
In the past simplified formulas were proposed to calculate the tendon stress increment at failure. Some approaches however result in 
excessively high or too conservative increments of stress. In this work a new simplified method of analysis is proposed. This method 
reduces the analysis of externally prestressed beams from a global structure problem to an easier section problem and leads to a good 
approximation of the results of nonlinear finite element analysis. 
 
 
1. INTRODUZIONE 

 
La precompressione di travi mediante cavi esterni post tesi 

presenta vantaggi sia nella realizzazione di nuove costruzioni 
che nel rinforzo o nel recupero di strutture esistenti. Con tale 
tecnica è possibile ottenere un incremento della capacità 
portante della trave, minori deformazioni in esercizio, una 
riduzione dell’altezza e del peso della trave, oltre a rendere 
agevoli le operazioni di ispezione, modifica del tiro e 
sostituzione dei cavi. 

La capacità portante a flessione delle travi precompresse 
esternamente dipende dalla tensione del cavo a rottura. I cavi 
esterni interagiscono con la trave solo in corrispondenza degli 
ancoraggi e dei deviatori e solitamente lo scorrimento relativo 
tra il cavo ed il  deviatore non è impedito a causa del ridotto 
attrito [1-2]. Ne segue che la deformazione locale del cavo 
dipende dalla deformazione globale di tutto il sistema trave-
cavo. Conseguentemente lo sforzo a rottura del cavo, e quindi 
la capacità portante a flessione della trave, non può essere 
determinata con una analisi locale delle sezioni critiche, ma 
richiede un’analisi non lineare di tutto il sistema [3-4]. 

L’analisi globale è decisamente onerosa e difficilmente 
applicabile nella pratica progettuale. In passato diverse 

ricerche sono state orientate alla definizione di formulazioni 
semplificate finalizzate ad evitare l’analisi globale e 
ricondurre il problema della valutazione della capacità 
portante a livello sezionale. I risultati di alcuni di questi studi 
sono stati anche adottati in raccomandazioni normative. In 
generale, le formulazioni proposte possono essere suddivise in 
completamente empiriche e parzialmente empiriche. Nel 
primo caso le formule sono direttamente determinate e 
calibrate attraverso la sola elaborazione di risultati 
sperimentali. Nel secondo caso viene invece utilizzato un 
approccio teorico per ottenere le equazioni che regolano il 
problema e viene individuata una soluzione sostituendo ai 
parametri incogniti, che dipendono dalla deformazione, dei 
coefficienti numerici dedotti da prove sperimentali. 

Uno dei primi studi sul tema fu sviluppato da Naaman e 
Alkhairi [5] nel 1991. A seguito di un’ampia revisione delle 
proposte esistenti per la determinazione della tensione ultima 
dei cavi scorrevoli (“unbonded tendons”), gli autori 
conclusero che, all’epoca,  nessuno dei metodi semplificati 
combinava sufficiente accuratezza e semplicità  da essere 
incluso in codici normativi. Sempre nel 1991 Naaman e 
Alkhairi [6] proposero una nuova metodologia per valutare 
l’incremento di tensione del cavo a collasso. Il metodo di 
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Naaman e Alkhairi riconduceva l’analisi di travi precompresse 
con cavi scorrevoli a quella di travi precompresse con cavi 
aderenti (“bonded tendons”) per mezzo di coefficienti di 
riduzione a collasso determinati basandosi esclusivamente su 
dati sperimentali. Nella determinazione dei coefficienti di 
riduzione a collasso furono considerate due variabili: il tipo di 
carico (forza centrata e forze ai terzi della trave) e il rapporto 
tra la lunghezza della trave e la posizione del cavo di 
precompressione nella sezione critica dove avviene la rottura. 
Le formule di Naaman e Alkhairi sono valide per travi 
semplicemente appoggiate e possono essere estese a travi 
continue. La proposta fu recepita dalle norme AASHTO 
LRFD Specifications nel 1994 [7]. 

Il metodo di Naaman e Alkhairi insieme ad altri approcci 
proposti nella letteratura tecnica sono stati successivamente 
analizzati criticamente e posti a confronto da Moon e Burns 
[8] e da Lee et al. [9]. Anche in questo caso gli autori 
conclusero che i differenti metodi disponibili non erano 
sempre soddisfacenti. Nel lavoro di Lee et al. [9] si propose 
una nuova formulazione che includeva  tra i vari parametri 
anche il rapporto tra la luce e l’altezza della trave. Un ulteriore 
riesame delle formule di previsione delle condizioni di rottura 
è stato sviluppato più recentemente (Naaman et al. [10]) 
arrivando sostanzialmente alle medesime conclusioni. 

Vale la pena osservare che, negli approcci citati, 
l’attenzione era rivolta a travi precompresse con cavi interni 
non aderenti post tesi. In ogni caso, dal punto di vista 
dell’analisi flessionale, i cavi esterni possono essere 
considerati come cavi interni non aderenti purché gli effetti del 
secondo ordine e le forze di attrito ai deviatori siano 
trascurabili, vedi [6] [11] [12]. 

Una indagine specificamente mirata alle travi 
precompresse esternamente fu condotta nel 1996 da Aparicio e 
Ramos [13] che notarono come le formule americane (inclusa 
quella di Naaman e Alkhairi) non erano consistenti con il reale 
comportamento di ponti precompressi esternamente e che tali 
formule proponevano spesso incrementi di tiro eccessivi. 
Aparicio e Ramos [13] osservarono che Naaman e Alkhairi [6] 
basavano le loro conclusioni su prove sperimentali relative a 
travi corte con cavi interni non aderenti. I dati sperimentali 
non risultavano idonei a valutare l’eventuale influenza degli 
effetti del secondo ordine e, più ingenerale, difficilmente 
assimilabili alle geometrie utilizzate nella costruzione dei 
ponti. Sottolinearono inoltre che il campo di variazione dei 
rapporti luce-altezza delle travi considerate, compresi tra 7.8 e 
45, era troppo ampio se confrontato con le snellezze delle travi 
da ponte reali e i risultati sperimentali troppo dispersi.  

Le critiche di Aparicio e Ramos sono supportate dai 
risultati di una estesa analisi parametrica su ponti in 
calcestruzzo, effettuata tramite un modello numerico che 
considera i due casi limite di cavi esterni liberi di scorrere ai 
deviatori senza attrito e con deviatori che impediscono lo 
scorrimento. Sono state eseguite  analisi non lineari fino a 
rottura di 74 ponti con differente schema statico (trave 
appoggiata e trave continua), tipologia della sezione 
trasversale (cassone e a pi-greco), rapporto luce-altezza (la 
lunghezza della campata e l’altezza della sezione variano nel 
campo di variazione usualmente adottato per ponti di luce 
media e piccola), metodo di costruzione (monolitica e a 
segmenti con giunti a secco), quantità di armatura ordinaria e 
quantità di acciaio di precompressione. In particolare Aparicio 
e Ramos osservarono che il rapporto luce altezza della trave 

non influenza l’incremento di tensione del cavo che invece è 
influenzato dalla forma della sezione trasversale e dal metodo 
di costruzione. Il metodo proposto è molto semplice: quando 
lo schema statico, la forma della sezione e il metodo di 
costruzione sono assegnati, all’incremento di tensione nel 
cavo a rottura viene assegnato un valore prescritto, 
indipendentemente da tutti gli altri parametri. Utilizzando i 
confronti con i dati sperimentali su un ponte in calcestruzzo a 
scala reale, Aparicio e Ramos dimostrarono che il  metodo può 
fornire stime in sicurezza dell’incremento di tensione nel cavo 
rispetto al metodo di Naaman e Alkhairi, quando applicato a 
ponti in calcestruzzo con cavi esterni di precompressione.  

La scarsa influenza del rapporto luce-altezza della trave 
sul comportamento a collasso è stata osservata anche da Ng 
che, in [14], propone le conseguenti modifiche ai metodi 
precedenti.  

Più recentemente Roberts-Wollmann et al. [15] hanno 
presentato un ulteriore approccio semplificato basato su un 
precedente lavoro di MacGregor et al. [16]. Questo metodo è 
stato adottato nelle nuove AASHTO LRFD Specifications [17] 
ed è basato su test sperimentali condotti su modelli in scala ¼ 
di travi continue in calcestruzzo prefabbricate a conci con 
sezione scatolare e precompresse esternamente. A differenza 
dalla precedenti formule semplificate, le equazioni di 
MacGregor includono tra i parametri la lunghezza del tirante e 
questo parametro è ritenuto tale da permettere delle predizioni 
più accurate e cautelative dell’incremento di tensione del cavo.  

Nell’ambito delle norme europee, l’Eurocodice 2 [18-19], 
pur distinguendo tra cavi interni non aderenti e cavi esterni, 
propone un approccio particolarmente cautelativo, ignorando 
qualsiasi incremento di tensione nei cavi esterni a meno che 
non venga condotta una analisi non lineare.  

Questa ampiezza e articolazione della bibliografia 
sull’argomento testimonia in definitiva come gli studi 
sviluppati non abbiano ancora raggiunto risultati in grado di 
fornire la semplicità operativa e l’affidabilità dei risultati 
richiesti nella progettazione. In particolare, i metodi proposti 
sono prevalentemente orientati a fornire il tiro a collasso del 
cavo basandosi solo su risultati sperimentali, spesso molto 
disomogenei tra loro, e non tentano di descrivere le modalità 
di collasso che si attuano al variare dei parametri in gioco. 

Nel presente lavoro gli autori propongono un nuovo 
metodo semplificato per l’analisi del collasso seguendo una 
strada diversa, basata su una descrizione semplificata dello 
stato di deformazione che si manifesta in condizioni vicine al 
collasso. Il metodo parte dall’osservazione che travi con lo 
stesso schema statico, lo stesso tracciato del cavo e lo stesso 
tipo di carico presentano una simile distribuzione della 
deformazione assiale e della curvatura a collasso e che la 
variazione di altri parametri, come altezza e forma della 
sezione, luce della trave, quantità di armature ordinarie, non 
ha una grande influenza purché le variazioni si conservino 
entro i limiti di pratico interesse. Una volta individuata la 
“forma” della soluzione a rottura è possibile definire una 
procedura razionale che permetta di trasformare il problema di 
equilibrio globale del sistema trave-cavo in un problema 
algebrico, di tipo sezionale, in cui la condizione di collasso 
risulta direttamente correlata alla condizione di rottura della 
sola sezione più sollecitata. 

 Per definire e convalidare il metodo è stata condotta 
un’analisi parametrica utilizzando un modello agli elementi 
finiti precedentemente convalidato mediante confronti con 
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prove sperimentali [20]. L’analisi parametrica include 72 travi 
in calcestruzzo semplicemente appoggiate precompresse 
esternamente. E’ stata valutata l’influenza dei seguenti 
parametri: lunghezza della campata, altezza e forma della 
sezione, quantitativi di armatura ordinaria, e tracciato del 
cavo. In particolare, nel seguito viene illustrato e discusso il 
metodo semplificato adottato e i risultati ottenuti. Tali risultati 
sono stati confrontati con quelli derivanti dall’analisi non 
lineare agli elementi finiti e dagli altri metodi semplificati 
disponibili nella letteratura tecnica e nelle normative 
[7,11,13]. 
 
2. MODELLO ANALITICO 
 

Si consideri una trave con sezione trasversale simmetrica. 
Sia {O; X,Y,Z} un sistema di riferimento ortogonale con 
l’asse Z parallelo all’asse della trave e sia il piano verticale YZ 
il piano di simmetria geometrica, materiale e di carico della 
struttura (Fig. 1). 

 

 Reference configuration 

Y 

Cross section 

Y 

X 

q d Deformed  
configuration 

Tendon  
deformed profile 

Q d 
Z 

Tendon initial profile 

 
Figura 1. Modello del sistema trave-cavo 

 
Siano i, j , k i versori paralleli agli assi X, Y e Z 

rispettivamente. Si assume  che la sezione trasversale della 
trave sia rigida nel proprio piano e rimanga piana e ortogonale 
all’asse della trave anche nella configurazione deformata e che 
vi sia perfetta aderenza tra calcestruzzo e armature ordinarie. I 
cavi di precompressione esterni sono disposti in modo 
simmetrico rispetto al piano di simmetria YZ. Ogni paio di 
cavi è considerato come un singolo cavo risultate con tracciato 
contenuto nel paino di simmetria. Per semplicità nel seguito si 
considera il caso di un solo cavo. La generalizzazione al caso 
di più cavi è immediata includendo analoghi termini 
aggiuntivi per ciascun cavo risultante. 

Le precedenti ipotesi portano alla seguente descrizione 
dello spostamento u di un punto della trave (solo flessione nel 
piano YZ): 
 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]kju zyvzwzvzy ©, -+=  (1) 
dove w è lo spostamento assiale della fibra di riferimento 
situata a y = 0  e v è lo spostamento verticale. L’unica 
componente della deformazione non nulla della trave è la 
deformazione assiale 
 ( ) ( ) ( )zyzzyz q+e=e 0,  (2) 

dove e0 = w’ è la deformazione assiale nella fibra di 
riferimento e q = - v”  è la curvatura. 

Introdotti dei generici legami costitutivi non lineari per il 
calcestruzzo e l’armatura ordinaria, la tensione normale s z 

sulla sezione trasversale è una funzione non lineare della 
deformazione assiale ez e le forze interne resistenti sulla 
sezione sono la forza assiale NR e il momento flettente MR date 
da: 

 ( ) ( )� es=qe
A

zzR dAN ,0  (3) 

 ( ) ( )� es=qe
A

zzR dAyM ,0  (4) 

essendo il momento flettente calcolato rispetto alla fibra di 
riferimento di ordinata nulla (y = 0). 

Si assume che il cavo tracci una linea retta e(z) tra due 
punti di sella successivi, pertanto il profilo del cavo è dato da 
una funzione rettilinea a tratti. Il tracciato del cavo è allora 
definito da D + 1 punti dove i punti da 1 a D – 1 individuano 
le posizioni dei deviatori intermedi (scorrimento possibile) e i 
punti da 0 a D individuano le posizioni dei due ancoraggi di 
estremità (scorrimento bloccato): 
 kjQ ddd ze +=  (5) 

dove ed e zd (d = 0, …, D) sono rispettivamente l’eccentricità e 
la coordinata sull’asse Z del deviatore d-esimo. La lunghezza 
totale del cavo nella configurazione indeformata è allora data 
da: 
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con  ( ) ( ) ( )1-·-·=·D ddd zz . Dopo la deformazione i deviatori 

assumono la nuova posizione 
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dove wd e vd sono le componenti dello spostamento del d-
esimo deviatore rispetto agli assi Z e Y rispettivamente. 
Pertanto la lunghezza totale del cavo nella configurazione 
deformata è: 
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Assumendo che il cavo possa scorrere con attrito 
trascurabile in corrispondenza dei deviatori (ipotesi soddisfatta 
in molti casi reali [1-2]), la sua deformazione può essere 
calcolata come rapporto tra l’allungamento globale del 
tracciato del cavo e la sua lunghezza iniziale. Poiché gli 
spostamenti considerati nella descrizione del modello di trave 
sono stati assunti molto piccoli (teoria lineare), si adotta una 
espressione lineare anche per la deformazione del cavo, in 
modo da avere una formulazione coerente del sistema trave-
cavo e da evitare di rendere il problema geometricamente non 
lineare mediante l’introduzione di termini in realtà 
trascurabili. Scrivendo lo sviluppo in serie di Taylor della 
lunghezza del cavo deformato e considerando solo i termini 
lineari [21], allora solo la componente della differenza di 
spostamento parallela alla direzione iniziale di ciascun tratto 
di cavo contribuisce all’allungamento totale. Pertanto la 
deformazione del cavo è data dalla seguente espressione 
lineare: 
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dove 
 ( ) ddd Lz /D=a  (10a) 

 ( ) ddd Le /D=b  (10b) 

 ( )[ ] ( )[ ]22 ezL ddd D+D=  (11) 

La forza sul cavo risultante è allora data dalla forza T0 nella 
configurazione di riferimento a cui si aggiunge l’incremento 
dovuto alla deformazione: 
 ( ) ( )tttt ATT esD+=e 0  (12) 

dove At è l’area del cavo risultate e Dst l’incremento di sforzo 
sul cavo (funzione non lineare della deformazione del cavo 
tramite legame costitutivo). 

 
3. METODO DI ANALISI SEMPLIFICATO 

 
3.1 Ipotesi 

Il metodo di analisi semplificato proposto è basato 
sull’osservazione che a rottura l’andamento della 
deformazione assiale e della curvatura lungo la trave non 
cambiano in modo significativo per travi con lo stesso schema 
statico, tracciato dei cavi e tipo di carico. Un volta determinate 
con una sufficiente accuratezza delle funzioni di forma, è 
possibile passare dalla formulazione analitica precedentemente 
illustrata, che coinvolge tutto il sistema trave-cavo, ad una 
formulazione algebrica che coinvolge solo la sezione critica, 
di ordinata zcr. La sezione critica è quella sezione dove viene 
raggiunta la condizione di collasso, definita come la 
condizione nella quale si ottiene la deformazione ultima eF nel 
calcestruzzo o nelle armature ordinarie aderenti. Indicando 
con yF la posizione della fibra della sezione critica dove la 
deformazione ultima viene raggiunta, è possibile ottenere la 
distribuzione delle deformazioni nella sezione critica a 
collasso: 
 ( ) ( ) uFFuu yy q-+e=qe  (13) 

dove qu è la curvature ultima. Individuata la modalità di 
collasso (lato calcestruzzo o lato armature ordinarie), allora la 
deformazione ultima eF e l’ordinata yF sono assegnate, 
pertanto la distribuzione delle deformazioni ultime sulla 
sezione critica dipende solo da qu. Di conseguenza la 
deformazione nella fibra di riferimento della sezione critica 
può essere ottenuta come 
 uFFu y q-e=e0  (14) 

La forza assiale e il momento flettente resistenti ultimi 
divengono: 

 ( ) ( )( )� q-+es=q
A

uFFuRu dAyyN  (15) 

 ( ) ( )( )� q-+es=q
A

uFFuRu dAyyyM  (16) 

e dipendono solo da qu
. 

Il problema può essere allora riformulato descrivendo la 
deformazione assiale e la curvatura per mezzo di due funzioni   
h = q/qu e g = e0/e0u. Le rotazioni e gli spostamenti a collasso, 

a meno di moti rigidi che non influenzano le deformazioni, 
possono essere ottenuti integrando la curvatura e la 
deformazione assiale: 
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dove L è la lunghezza totale della campata della trave e 
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sono funzioni adimensionali direttamente correlate alle 
funzioni di forma h e g. Sostituendo le equazioni (17-19) 
nell’equazione (9), è possibile ottenere la deformazione del 
cavo come funzione della sola curvatura ultima: 
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Di conseguenza la forza sul cavo diventa: 
 ( ) ( )( ) ( )uuututtuu TTATT qD+=qesD+=q 00  (24) 

dove DTu è l’incremento di forza dovuto alla deformazione del 
cavo rispetto alla configurazione di riferimento. 

Si osservi che nel valutare l’equazione (23) solo i valori 
dei parametri adimensionali di forma calcolati in 
corrispondenza di deviatori e ancoraggi gd = g(zd), hd = h(zd), 
kd = k(zd) sono richiesti.  
 
3.2 Determinazione della curvatura ultima 

La curvatura ultima può essere determinata risolvendo 
l’equazione di equilibrio assiale 
 ( ) ( ) 00 =qD++q uuuRu TTN  (25) 

non lineare in qu e che può essere risolta tramite una semplice 
procedura iterativa. 

 
3.3 Determinazione della sezione critica e del carico di 

rottura 
La posizione zcr della sezione critica e il moltiplicatore del 

carico ultimo l u possono essere ottenuti dalle equazioni di 
equilibrio tra il momento flettente interno e il momento 
flettente esterno 
 ( ) ( )cruutotuRu zMM ,,lq=q  (26) 

e dalla condizione che richiede che il momento flettente sia 
massimo nella sezione critica: 
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=
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dove il momento flettente esterno totale è una funzione di qu  
ed è parametrizzato in funzione del moltiplicatore di carico l : 
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essendo Mq il momento flettente dovuto al carico di 
riferimento applicato ed e(z) l’eccentricità del cavo.  

Le equazioni (26) e (27) possono essere riscritte 
rispettivamente: 
 ( ) ( ) ( )[ ] ( )cruucrquuRu zeTTzMM qD+-l=q 0  (29) 
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Le espressioni di Mq ed e(z) variano rispettivamente in 
funzione dello schema di carico e del tracciato del cavo. 
Tuttavia può essere osservato che l’equazione (29) è sempre 
lineare in l u che può essere quindi ricavato: 

 
( ) ( ) ( )[ ]

( )crq

uucruRu
u zM

TTzeM qD++q
=l 0  (31) 

Sostituendo l’equazione (31) nell’equazione (30) si ha una 
relazione nella sola incognita zcr. Nei casi comuni di carico 
uniforme e tracciato del cavo rettilineo a tratti, tale equazione 
diventa una equazione di secondo grado che può essere risolta 
a mano [22]. Nello stesso riferimento [22] sono riportate le 
formule esplicitate per travi semplicemente appoggiate con 
tracciato del cavo risultate triangolare (un deviatore 
intermedio) e trapezio (due deviatori intermedi) soggette ad 
una carico distribuito uniforme. Dall’analisi di tale formule, 
qui omesse per limiti di spazio, risulta evidente la loro 
semplicità. 

 
3.4 Determinazione dei parametri adimensionali di forma 

Come illustrato in precedenza, per valutare la forza sul 
cavo sono necessari solo i valori gd, hd e kd in corrispondenza 
dei deviatori e degli ancoraggi. I valori esatti di tali parametri 
possono essere determinati dalle relazioni 
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utilizzando gli spostamenti e le rotazioni di deviatori e 
ancoraggi così come ottenuti dall’analisi non lineare. Tali 
valori necessariamente variano per diversi schemi statici, 
tracciati del cavo e condizioni di carico. Tuttavia valori simili 
sono stati osservati per diverse tipologie della sezione 
trasversale e al variare, entro limiti di interesse pratico, della 
lunghezza L, del rapporto altezza luce h/L e della percentuale 
di armatura ordinaria r  = As / Ac (As è l’area dell’armatura 
longitudinale ordinaria e Ac è l’area di calcestruzzo della 
sezione). Ciò rende possibile calcolare dei valori approssimati 
per gd, hd e kd che possono essere utilizzati per ottenere dei 
risultati sufficientemente accurati per tutte le travi con lo 
stesso schema statico, tracciato del cavo e condizione di 
carico. A tale scopo è stata condotta una analisi parametrica su 
72 travi in calcestruzzo precompresse con cavi esterni. Si 
tratta di travi semplicemente appoggiate con tracciato del cavo 
triangolare (un deviatore intermedio) e trapezio (due deviatori 
intermedi) come mostrato in Figura 2. Le sezioni trasversali 
considerate sono di due tipologie: a cassone e a pi greca 

(Figura 3). Sono stati fatti variare entro i limiti comunemente 
utilizzati per strutture da ponte di piccola e media luce i 
seguenti parametri: a) luce della trave (L = 30, 40, 50 m); b) 
rapporti altezza luce (h/L = 1/15, 1/18, 1/20); c) quantitativo di 
armatura ordinaria inferiore (As = 0.003Ac, 0.01Ac). La forza di 
precompressione è stata progettata in modo da realizzare il 
limite di decompressione del calcestruzzo sotto i carichi 
permanenti.  

L’analisi parametrica è stata eseguita mediante un codice 
di calcolo non lineare agli elementi finiti messo a punto dagli 
autori [20] e basato sullo stesso modello cinematico per 
l’interazione tra cavo risultante e trave presentato nel capitolo 
precedente. I risultati forniti da tale codice di calcolo sono stati 
precedentemente confrontati con risultati di prove sperimentali 
disponibili in letteratura, ottenendo un buon accordo in termini 
di carico ultimo, deformazione e incremento di sforzo sul cavo 
[20]. Maggiori informazioni sulle travi testate, le proprietà dei 
materiali, il modello agli elementi finiti, i legami costitutivi 
non lineari impiegati e le procedure adottate per l’analisi non 
lineare possono essere trovate in [22]. 
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Figura 2. Schema delle travi testate 
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Figura 3. Sezioni trasversali considerate 

 
A titolo di esempio nelle figure 4 e 5 sono mostrate le 

funzioni di forma della curvatura e della deformazione assiale 
a rottura limitatamente al caso di tracciato trapezoidale, caso 
nel quale risultano maggiori le differenze tra le varie travi 
[22]. Tali figure mostrano chiaramente quanto affermato in 
precedenza, ossia che le funzioni di forma non cambiano in 
modo significativo al variare della lunghezza della campata, 
del rapporto altezza luce, del quantitativo di armatura e della 
forma della sezione trasversale. Proprio su questa 
osservazione si basa il metodo semplificato proposto e 
pertanto tali figure ne giustificano l’impiego. 
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Figura 4. Funzioni di forma della curvatura a rottura per le travi con 

tracciato del cavo trapezio 
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Figura 5. Funzioni di forma della deformazione assiale a rottura per 

le travi con tracciato del cavo trapezio 
 
Per ciascuna delle 72 travi sono stati calcolati i valori 

esatti dei parametri delle funzioni di forma utilizzando le 
equazioni (32). Per motivi di spazio solo alcuni di questi valori 
sono riportati nelle tabelle 1 e 2. I risultati qui omessi possono 
essere trovati in [22]. 

 
Tabella 1 - Parametri adimensionali di forma ai deviatori nelle travi 
con tracciato triangolare 

 
L H r k1 g2 – g0 k1 g2 – g0 

(m) (cm) (%) (cassone) (cassone) (pi greca) (pi greca) 
0.3 0.0673 0.3019 0.0653 0.2706 150 
1.0 0.0709 0.2981 0.0729 0.2450 
0.3 0.0665 0.3020 0.0647 0.2762 170 
1.0 0.0704 0.2989 0.0727 0.2595 
0.3 0.0653 0.3005 0.0640 0.2824 

30 

200 
1.0 0.0695 0.2980 0.0726 0.2755 
0.3 0.0638 0.2550 0.0595 0.1943 200 
1.0 0.0703 0.2584 0.0704 0.1753 
0.3 0.0621 0.2488 0.0592 0.2032 220 
1.0 0.0698 0.2583 0.0695 0.1866 
0.3 0.0597 0.2417 0.0598 0.2270 

40 

270 
1.0 0.0685 0.2579 0.0682 0.2081 
0.3 0.0572 0.1921 0.0559 0.1437 250 
1.0 0.0663 0.2025 0.0689 0.1384 
0.3 0.0561 0.1903 0.0561 0.1615 280 
1.0 0.0656 0.2049 0.0682 0.1564 
0.3 0.0547 0.1892 0.0574 0.1896 

50 

330 
1.0 0.0656 0.2122 0.0674 0.1791 

 

 
Tabella 2 - Parametri adimensionali di forma ai deviatori nelle travi 
con tracciato trapezio e sezione a cassone 

 
L h r h1 k1 g1 – g0 g2 – g1 

(m) (cm) (%) (cassone) (cassone) (cassone) (cassone) 
0.3 0.1028 0.0334 -0.0039 0.1732 150 
1.0 0.1028 0.0401 0.0020 0.1935 
0.3 0.1010 0.0328 -0.0037 0.1713 170 
1.0 0.1160 0.0396 0.0028 0.1918 
0.3 0.0992 0.0321 -0.0032 0.1696 

30 

200 1.0 0.1142 0.0390 0.0039 0.1895 
0.3 0.0939 0.0295 -0.0227 0.1423 200 
1.0 0.1091 0.0372 -0.0161 0.1581 
0.3 0.0918 0.0289 -0.0215 0.1390 220 1.0 0.1079 0.0368 -0.0147 0.1565 
0.3 0.0882 0.0279 -0.0186 0.1334 

40 

270 1.0 0.1060 0.0363 -0.0115 0.1539 
0.3 0.0857 0.0269 -0.0307 0.1134 250 
1.0 0.1032 0.0353 -0.0264 0.1299 
0.3 0.0841 0.0265 -0.0284 0.1117 280 1.0 0.1027 0.0352 -0.0239 0.1302 
0.3 0.0824 0.0261 -0.0250 0.1103 

50 

330 
1.0 0.1024 0.0352 -0.0202 0.1321 

 
 

3.5 Valori proposti per i parametri adimensionali di 
forma 

Dall’esame delle precedenti tabelle 1 e 2 si osserva che i 
parametri adimensionali di forma variano in modo modesto e 
regolare con la lunghezza della trave L e con il rapporto 
geometrico d’armatura r . Pertanto sulla base dei risultati 
dell’analisi parametrica, invece di adottare dei valori costanti 
per ciascun tracciato del cavo risultante, come ad esempio 
illustrato in [22], vengono adottate per gd, hd e kd delle 
funzioni lineari di L e di r , ottenute dall’interpolazione ai 
minimi quadrati dei risultati numerici. Tale approccio 
permette di ottenere una migliore approssimazione dei risultati 
ottenuti tramite l’analisi non lineare con il metodo degli 
elementi finiti, come discusso in [22]. 

Per le travi semplicemente appoggiate con tracciato del 
cavo risultante triangolare e soggette a carico distribuito 
verticale uniforme si ha k0 = k2 = 0 per le condizioni di 
vincolo, y0 = y2 = 0 per ipotesi e h1 = 0 per simmetria di 
carico. Segue che sono necessari solo i seguenti parametri 
adimensionali di forma [22] espressi dalle funzioni lineari di 
interpolazione: 
 �.L..k 2164610003400709301 +-=  (33a) 

 L..gg 00520043822002 -=-  (33b) 

Per le travi semplicemente appoggiate con tracciato del 
cavo risultante trapezio e soggette a carico distribuito verticale 
uniforme si ha k0 = k3 = 0 per le condizioni di vincolo, y0 = y3 
= 0 e y1 = y2  per ipotesi, h1 = -  h2, k1 = h2 e g1 – g0 = g3 – g2 
per simmetria di carico. Segue che sono necessari solo i 
seguenti parametri adimensionali di forma [22] espressi dalle 
funzioni lineari di interpolazione: 
 �Lk 1.118030.000230.035421 +-=  (34a) 

 �Lh 2.183990.000530.106031 +-=  (34b) 

 Lgg 0.001290.0284901 -=-  (34c) 

 Lgg 0.002300.2509912 -=-  (34d) 
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4. CONFRONTI NUMERICI 
 
I risultati forniti dal metodo semplificato proposto (MS) 

sono stati confrontati con i risultati dell’analisi non lineare 
(NL) e con le formule proposte nelle ACI318-02 [11], con la 
formula delle AASHTO 1994 [7] di Naaman and Alkhairi [6], 
con il metodo di Aparicio e Ramos [13]. Per motivi di spazio 
si riportano i soli risultati per le travi a cassone con tracciato 
del cavo triangolare (Tabella 3) e trapezio (Tabella 4). Una 
presentazione più esauriente dei risultati può essere trovata in 
[22]. 

 
Tabella 3. Incrementi tensione a rottura nel cavo per le travi con 
sezione a cassone e tracciato del cavo triangolare 

 
L h r NL MS ACI 

(m) (cm) (%) Ds (MPa) Ds (MPa) Ds (MPa) 
0.3 421.21 401.32 345.46 150 
1.0 429.20 428.46 345.46 
0.3 433.62 417.08 393.54 170 
1.0 446.23 446.97 393.54 
0.3 447.87 435.42 413.70 

30 

200 1.0 461.09 468.00 413.70 
0.3 411.71 388.60 292.29 200 
1.0 441.23 424.16 292.29 
0.3 411.98 396.35 319.36 220 
1.0 446.50 432.93 319.36 
0.3 412.06 411.26 387.04 

40 

270 1.0 460.00 449.63 387.04 
0.3 368.01 361.13 289.67 250 
1.0 413.83 401.56 289.67 
0.3 368.68 367.85 320.47 280 1.0 422.13 409.23 320.47 
0.3 369.96 375.78 371.80 

50 

330 
1.0 432.43 418.11 371.80 

 
 
Tabella 4. Incrementi tensione a rottura nel cavo per le travi con 
sezione a cassone e tracciato del cavo trapezio 

 
L h r NL MS ACI 

(m) (cm) (%) Ds (MPa) Ds (MPa) Ds (MPa) 
0.3 310.29 290.36 345.46 150 
1.0 374.03 343.27 345.46 
0.3 315.95 303.34 393.54 170 1.0 383.61 359.60 393.54 
0.3 326.96 317.24 413.70 

30 

200 
1.0 399.48 376.82 413.70 
0.3 272.49 270.47 292.29 200 
1.0 350.97 333.82 292.29 
0.3 272.39 276.56 319.36 220 1.0 357.24 341.16 319.36 
0.3 277.21 286.78 387.04 

40 

270 
1.0 363.86 353.85 387.04 
0.3 242.02 235.56 289.67 250 
1.0 328.64 305.67 289.67 
0.3 244.80 239.75 320.47 280 
1.0 333.85 311.13 320.47 
0.3 246.78 244.11 371.80 

50 

330 
1.0 346.71 316.72 371.80 

 
La formula AASHTO 1994, i cui risultati non sono 

riportati nelle tabelle, forniscono un incremento di sforzo 
sempre più grande del limite superiore adottato dalla 
normativa stessa e uguale a Ds = 428 MPa (legato al limite di 

snervamento dell’acciaio del cavo). Il metodo di Aparicio e 
Ramos, anch’esso non riportato nelle tabelle fornisce per la 
sezione a cassone un incremento di tensione Ds = 108 MPa 
indipendente da altri parametri come ad esempio il tracciato 
del cavo. 

La formula ACI e la formula AASHTO 1994 forniscono 
sistematicamente stime dell’incremento dello sforzo nel cavo 
non conservative rispetto ai risultati dell’analisi non lineare. Il 
metodo di Aparicio e Ramos è l’unico metodo semplificato 
sempre e ampiamente conservativo rispetto all’analisi non 
lineare. Il metodo semplificato proposto dagli autori è quello 
che si dimostra più accurato nel predire i risultati dell’analisi 
non lineare. 

 
5. CONCLUSIONI 

In questo lavoro si propone un metodo semplificato per 
l’analisi a collasso di travi in calcestruzzo precompresse con 
cavi esterni liberi di scorrere con attrito trascurabile ai 
deviatori. Il metodo permette di valutare l’incremento di 
sforzo nel cavo e determinare di conseguenza la capacità 
portante flessionale della trave. Il metodo è basato 
sull’osservazione che la forma delle distribuzioni della 
deformazione assiale e della curvatura a collasso non 
cambiano in modo significativo per travi con lo stesso schema 
statico, tracciato dei cavi e condizione di carico. L’analisi 
parametrica condotta per definire il metodo ha mostrato che 
altri parametri come la forma della sezione e il rapporto 
altezza luce hanno una piccola influenza mentre la variazione 
della luce e del quantitativo di armatura ordinaria hanno un 
effetto piccolo e variabile con regolarità al variare dei 
parametri. Questi risultati concordano con quelli trovati da 
altri autori [12,14,15]. A differenza di altri metodi 
semplificati, il metodo proposto presenta il vantaggio di poter 
considerare diversi meccanismi di collasso semplicemente 
assumendo come criterio di rottura il raggiungimento di una 
data deformazione ultima per i materiali che costituiscono la 
sezione trasversale. Una volta che il meccanismo di collasso è 
definito e sono stati introdotti dei valori approssimati per i 
parametri dimensionali delle funzioni di forma, la soluzione 
può essere calcolata a mano nei casi più comuni. Inoltre 
possono essere ottenute informazioni complete sullo stato 
ultimo della trave: incremento di sforzo sul cavo, posizione 
della sezione critica dove si raggiunge la deformazione ultima, 
moltiplicatore del carico a rottura. 

I risultati forniti dal metodo proposto sono in buon 
accordo con i risultati dell’analisi non lineare agli elementi 
finiti, condotta con un modello di calcolo a sua volta 
precedentemente confrontato con risultati sperimentali. I 
risultati del metodo proposto sono più accurati rispetto a quelli 
ottenuti da altri metodi semplificati presentati in letteratura o 
inclusi in raccomandazioni normative. In aggiunta il metodo di 
analisi proposto può essere esteso a schemi statici complessi e 
tracciati dei cavi solitamente non considerati da altri approcci 
semplificati. Infine il metodo può essere generalizzato a travi 
precompresse nelle quali gli effetti geometrici non lineari 
siano significativi. In questo caso le formule possono però 
assumere delle espressioni matematiche meno dirette.  

Benché il metodo proposto sia più articolato di altri 
metodi basati sui risultati sperimentali, esso presenta lo stesso 
livello di complessità di altri metodi semplificati inclusi nelle 
normative per problemi di analoga complessità. Si pensi ad 
esempio al metodo della colonna modello dell’Eurocodice 2 
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[23] per l’analisi di stabilità di colonne snelle in calcestruzzo 
armato. 
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SOMMARIO 
Per l’applicazione del marchio CE ai solai alveolari precompressi è richiesta la verifica secondo l’Eurocodice 2 e la norma di 
prodotto EN 1168. Alcune regole di calcolo ivi previste, ed altre normalmente adottate nella progettazione, contengono delle 
semplificazioni che vengono discusse in questo lavoro. L’aspetto più complesso e controverso concerne le verifiche delle testate per 
quanto riguarda la diffusione degli sforzi di precompressione, l’ancoraggio delle armature e il taglio trattandosi di elementi privi 
d’armatura d’anima. Vengono inoltre discusse recenti proposte di modifica della normativa europea relativamente al calcolo della 
resistenza a taglio di elementi non fessurati. 
 
SUMMARY 
Verifications according to Eurocode 2 and product standard EN 1168 are required to obtain the CE marking for prestressed hollow 
core slabs. Some of the design rules that are provided by standards or are adopted by designers, contain simplifications which are 
discussed in this paper. The more complex and controversial aspect concerns the verifications at the ends of the slabs, regarding the 
dispersion of the prestressing forces,  the anchorage of the tendons and the shear of members not requiring shear reinforcement. 
Recent proposals for the revision of the European standards about the shear resistance of uncracked elements are also discussed. 
 
 
1. INTRODUZIONE 

I solai alveolari (Prestressed Hollow Core) sono 
comunemente impiegati in Italia e all’estero come elementi 
prefabbricati per usi industriali, commerciali, parcheggi e 
anche per usi residenziali. 

La produzione avviene in stabilimenti di prefabbricazione, 
su piste di lunghezza superiore a 100 m, mediante macchine 
vibrofinitrici o ad estrusione che consentono di realizzare 
manufatti geometricamente ben conformati con suola inferiore 
liscia all’intradosso e nervature di collegamento con la suola 
superiore. La forma delle nervature dipende dalle macchine 
impiegate (Fig. 1): la foratura conseguente può pertanto avere 
una forma circolare oppure poligonale con setti rettilinei 
raccordati superiormente e inferiormente per evitare 
concentrazioni di tensione. Il profilo laterale è sagomato in 
modo da contenere un getto di sigillatura che consenta la 
trasmissione trasversale dei carichi, la continuità degli 
spostamenti tra elementi adiacenti e il comportamento a 
diaframma del solaio. Nella suola superiore possono essere 
praticate fresature che permettono l’inserimento in opera di 
armature ordinarie che verranno rese aderenti con un getto di 
completamento. 

Tutti i sistemi di produzione richiedono l’impiego di 
calcestruzzi di qualità elevata, caratterizzati da resistenza in 
genere non inferiore a 50 N/mm2, composizione 
granulometrica costante e rigoroso dosaggio di acqua e 
cemento. La precompressione è usualmente realizzata con 

trefoli collocati nella zona di raccordo tra le suole e le 
nervature. La posizione delle armature, le loro distanze, mutue 
e dalla superficie, devono essere strettamente verificate. La 
maturazione a vapore consente di realizzare un ciclo di 
produzione giornaliero. Raggiunta la necessaria resistenza del 
calcestruzzo si procede al taglio degli elementi della 
lunghezza richiesta, quindi, al loro stoccaggio e trasporto. 

Ora viene richiesto che i solai alveolari siano provvisti del 
marchio CE; pertanto i produttori dovranno instaurare un 
processo di controllo in stabilimento e verificare che le 
proprietà dei solai siano in accordo con la norma di prodotto 
EN 1168 [1] e la norma EN 1992-1-1 (Eurocodice 2) [2], le 
quali costituiscono l’evoluzione delle Raccomandazioni FIP 
1988 [3]. 

In questo ambito normativo alcune verifiche, quali quelle 
riguardanti lo stato limite ultimo per flessione ed il 
comportamento in esercizio, sono effettuate secondo metodi 
consolidati. Altre verifiche, quali quelle che riguardano i 
meccanismi di resistenza a taglio e l’ancoraggio delle 
armature in corrispondenza delle estremità dei pannelli, sono 
assai più complesse e controverse. In tali zone di discontinuità, 
in cui peraltro non sono generalmente presenti armature 
d’anima, si sovrappongono molti effetti dovuti: all’ancoraggio 
delle armature, alla diffusione degli sforzi di precompressione, 
alla presenza di reazioni vincolari e alle sollecitazioni di 
flessione e taglio. 

Secondo il Model Code 1990 [4] tre cause producono 
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tensioni di trazione nella zona di testata: 
·  effetto “bursting”, dovuto alla dilatazione dell’armatura 

in seguito alla distensione: in questo caso si ha un effetto 
cuneo dell’armatura che tende a rientrare nel calcestruzzo 
provocando trazioni trasversali che sono generalmente 
assorbite se sono rispettati gli spessori minimi di 
ricoprimento; 

·  effetto “splitting”, dovuto all’ancoraggio delle armature 
tramite bielle inclinate di calcestruzzo: queste danno 
luogo a tensioni di trazione su piani passanti per i trefoli, 

·  effetto “spalling”, dovuto alla diffusione della 
precompressione: essa da luogo a trazioni nelle nervature 
che sono massime in testata, esse si smorzano 
rapidamente e possono produrre fessure orizzontali 
nell’anima. La verifica di questa situazione è 
espressamente richiesta anche dalla [1]. 

 
Solai alveolari estrusi 

 
 

Solai alveolari “slip-formed” 

 
Figura 1 - Rappresentazione schematica delle tipologie  

di sezione dei solai alveolari 
 
Il comportamento delle zone terminali dei solai alveolari è 

ulteriormente aggravato dalla presenza delle reazioni di 
appoggio, usualmente applicate a pochi centimetri dalle 
estremità dell’elemento e dalla mediocre aderenza dei trefoli 
di precompressione. 

Gli aspetti finora descritti riguardano solai alveolari 
semplicemente appoggiati, privi di cappa superiore gettata in 
opera. Negli ultimi 20 anni l’impiego di solai alveolari ha 
avuto ulteriori sviluppi: sono stati realizzati solai continui su 
travi fuori spessore con getti integrativi in corrispondenza 
degli appoggi e inserimento di armature ordinarie per 
sopportare i momenti negativi, solai portati da travi gettate in 
opera in spessore di solaio, solai portati da travi di acciaio o 
murature portanti. Queste applicazioni danno luogo a 
situazioni che presentano ulteriori complicazioni di calcolo. 

Le verifiche, inoltre, devono tener conto della varie fasi 
che costituiscono la vita della struttura: la tesatura dei cavi, la 
maturazione a vapore, il taglio degli elementi, lo stoccaggio, il 
trasporto, la posa in opera, l’applicazione in tempi diversi dei 
carichi permanenti e di esercizio. Ad ognuna di queste fasi 
teoricamente dovrebbero corrispondere verifiche agli stati 
limite di esercizio e agli stati limite ultimi. Generalmente le 
verifiche agli stati limite ultimi sono effettuate solo per la 
situazione persistente delle azioni. Fanno eccezione le 
situazioni transitorie particolari, le azioni ripetute che 
inducono fatica o le situazioni accidentali (tra cui l’incendio, 
gli urti, il sisma). 

L’applicazione delle norme [1], [2] ha portato ad una 
prassi di calcolo che merita alcune riflessioni sviluppate nel 
presente lavoro limitatamente alla condizione di vincolo di 

solaio semplicemente appoggiato, privo di cappa gettata in 
opera. 
 
2. VALUTAZIONE DEL RILASSAMENTO DELLE 
ARMATURE DI PRECOMPRESSIONE 

La necessità di conoscere le tensioni nei materiali ad ogni 
istante della vita della struttura richiede di valutare le perdite 
di tensione nelle armature. 

Per quanto riguarda il rilassamento si fa riferimento alla 
perdita a 1000 ore per una deformazione impressa costante 
imposta per la tensione iniziale 0.7×fpk. Tale valore si ricava 
dal catalogo del produttore; in alternativa si possono assumere 
i valori indicati in [2], [6].  

L’evoluzione nel tempo delle perdite di tensione, a 
deformazione costante, è definita nell’Eurocodice 2 dalle 
relazioni (3.28), (3.29), (3.30), in funzione del tempo, della 
perdita per rilassamento a 1000 ore, Dspr,1000, e del rapporto 
tra la tensioni iniziale e la resistenza caratteristica a trazione, 
spi/fpk. Tali relazioni, tuttavia, non paiono corrette in quanto 
per t = 1000 ore e spi/fpk = 0.7 non si ritrova il valore di 
Dspr,1000 assunto come dato di riferimento. 

In alternativa si può fare riferimento alla seguente 
Equazione [4] 
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dove r 1000 è la caduta di tensione a 1000 ore normalizzata alla 
tensione iniziale, pari a Dspr,1000/spi; k è un coefficiente 
numerico, pari a 0.19 per acciai da precompressione a basso 
rilassamento. 

Una prima, importante quota di rilassamento può 
manifestarsi nelle fasi iniziali nel caso di manufatti sottoposti 
a trattamento termico di maturazione accelerata. Tale 
trattamento produce una rapida evoluzione del rilassamento 
che, concordemente a [2], può essere tenuta in conto 
aggiungendo un tempo equivalente fittizio. 

Inoltre, le perdite per rilassamento avvengono solitamente 
in fasi successive, nel corso delle quali si possono avere 
incrementi o riduzioni della deformazione del calcestruzzo a 
livello delle armature indotti dalla variazione dello schema di 
carico e/o di vincolo. Tali perdite possono essere calcolate con 
il metodo del tempo equivalente, come descritto nella 
Appendice D di [2]. 

 
3. PERDITE DI PRECOMPRESSIONE DOVUTE 
AGLI EFFETTI DIPENDENTI DAL TEMPO 

La perdita di precompressione, DPc+s+r, nell’intervallo di 
tempo (t,t0), dovuta alla deformazione di ritiro, ecs, alla 
deformazione viscosa (caratterizzata dal coefficiente j (t,t0) e 
valutata nella combinazione di carico quasi-permanente) e alla 
perdita per rilassamento, Dspr, può essere calcolata con la 
seguente formulazione semplificata [2]: 
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essendo Ap l’area delle armature di precompressione nella 
sezione considerata, Ep ed Ecm i moduli di elasticità 
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dell’armatura di precompressione e del calcestruzzo, 
rispettivamente, Ac e Jc l’area e il momento d’inerzia della 
sezione di calcestruzzo, zcp la distanza tra il baricentro della 
sezione di calcestruzzo e il baricentro delle armature di 
precompressione, sc,QP la tensione nel calcestruzzo posto a 
livello del baricentro delle armature per la combinazione 
quasi-permanente delle azioni. 

La formula è ricavata ipotizzando le armature di 
precompressione disposte su un unico livello, imponendo la 
congruenza delle deformazioni tra l’acciaio e il calcestruzzo, 
tenendo conto della viscosità col metodo “Age Adjusted 
Effective Modulus” [7] e assumendo un coefficiente di 
invecchiamento, c, pari a 0.8.  

L’applicazione dell’Equazione 2 al caso dei solai alveolari 
dove, di solito, si hanno almeno due livelli di armatura, 
disposti in zone opposte rispetto al baricentro della sezione, 
rispettivamente in prossimità dell’estradosso e dell’intradosso, 
comporta inevitabili imprecisioni. Una ulteriore imprecisione 
si ha nella valutazione della perdita per rilassamento, Dspr: 
tale termine non è costante per tutte le armature in quanto le 
tensioni per le quali è necessario calcolare il rilassamento 
dipendono dal livello in cui si trovano le armature stesse. Un 
procedimento per il calcolo delle perdite di precompressione 
che tiene conto di queste osservazioni è riportato in [8]. 

Un altro aspetto rilevante riguarda il caso in cui sia 
necessario considerare più fasi nel corso della vita della 
struttura: ad esempio, una fase di stoccaggio nell’intervallo di 
tempo (t0,t1) e una successiva fase nell’intervallo di tempo 
(t1,t¥ ) in cui la struttura, in opera, è soggetta alle azioni quasi-
permanenti. La corretta valutazione dell’evoluzione della 
deformazione nel calcestruzzo richiederebbe l’applicazione 
della seguente relazione:  
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dove, però, le variazioni di tensioni nel tempo sono incognite e 
vanno ricavate imponendo le condizioni di equilibrio e di 
congruenza sull’intera sezione. Il coefficiente di deformazione 
viscosa j (t, ti) può essere valutato secondo l’Appendice B di [2]. 

Nella pratica progettuale questo problema viene affrontato 
introducendo ulteriori semplificazioni [7] per tener conto degli 
effetti della deformazione di fluage: si calcolano i coefficienti 
delle deformazioni di fluage e di ritiro nel calcestruzzo tra il 
tempo iniziale, t0, e quello finale, t¥ ; nell’intervallo di tempo 
(t0,t1) si considerano opportune quote dei parametri di 
viscosità e di ritiro, j (t1,t0) e eritiro(t1,t0), mentre nell’intervallo 
di tempo (t¥ ,t1) si considerano le quote rimanenti: 

),(),(),( 0101 tttttt jjj -= ¥¥  (4a) 

( ) ( ) ( )0101 ,,, tttttt ritiroritiroritiro eee -= ¥¥  (4b) 

Per quanto riguarda il rilassamento si opera come descritto 
al punto 2. Infine, il calcolo delle perdite di precompressione 
alla fine di ciascuna fase si effettua con l’Equazione 2. Questo 
modo di procedere non è coerente con la formulazione corretta 
di cui all’Equazione 3 in quanto nella seconda fase si 
considera l’effetto della deformazione viscosa a partire dalla 
tensione al tempo t1 e si tiene conto in modo improprio della 
storia precedente. 

 

4. VERIFICHE A TAGLIO E VERIFICHE 
DELL’ANCORAGGIO DELLE ARMATURE 

Secondo le indicazioni dell’Eurocodice 2 non è facile 
individuare una traccia da seguire per la verifica a taglio e per 
la verifica dell’ancoraggio delle armature allo stato limite 
ultimo. Definite le sollecitazioni agenti di calcolo, 
rappresentate dai diagrammi di momento, MEd, e di taglio, 
VEd, della Figura 2a,b, si può sviluppare il seguente 
procedimento di verifica, in accordo a [2]: 
i) calcolo della tensione nell’armatura di precompressione 

lungo il suo tracciato. A partire dall’estremità 
dell’elemento, la tensione nell’armatura di 
precompressione assume l’andamento della trilatera di 
Figura 2c i cui vertici sono rappresentati dalla tensione a 
tempo infinito, sp¥ , scontate tutte le perdite, alla distanza 
1.2×lpt, essendo lpt il valore di base della lunghezza di 
trasmissione, e la tensione di stato limite ultimo 
dell’armatura, spd, a una distanza pari alla lunghezza di 
ancoraggio necessaria, lbpd. 

ii)  calcolo della “lunghezza di diffusione, ldisp, necessaria 
affinché le tensioni si diffondano gradualmente nel 
calcestruzzo fino a dar luogo a una distribuzione lineare 
sulla sezione” (Fig. 3) con l’Equazione seguente [2]: 

22 dll ptdisp +=  (5) 

L’ipotesi di sezione piana non è correttamente applicabile 
nelle zone di estremità, entro la distanza ldisp. In queste 
zone lo stato di tensione è inoltre reso assai più 
complesso dai fenomeni di spalling, splitting e bursting, 
nonché dalla presenza della reazione di appoggio. 

iii)  individuazione della sezione dove verosimilmente si 
forma la prima fessura di flessione all’intradosso. 
Tracciato il diagramma del momento di fessurazione, 
M fess, lungo l’asse x dell’elemento dipendente dallo 
sforzo ancorato dell’armatura di precompressione, la sua 
intersezione col diagramma di momento, MEd, permette 
di individuare l’ascissa xfess (Fig. 2d). Con un certo grado 
di approssimazione, in quanto si trascurano gli effetti 
della diffusione della precompressione, si ritiene che 
nelle sezioni di ascissa x < xfess l’intradosso non sia 
fessurato. 

iv) determinazione della resistenza a taglio. La resistenza a 
taglio di elementi privi di armatura d’anima è data dalle 
relazioni: 
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[ ] dbxkvV wcpcRd ×××+= )(1min, s  (6b) 

i cui parametri sono definiti in [2]. 
La tensione media agente sulla sezione di calcestruzzo, 
calcolata in funzione della risultante delle forze di 
precompressione di cui si è discusso nel precedente punto 
i), vale  
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Nelle zone non fessurate per flessione, quindi nelle 
sezioni di ascissa x < xfess, la resistenza a taglio è data da: 
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Essa è ricavata imponendo che la tensione principale di 
trazione, calcolata in funzione della tensione di 
compressione media, scp, e della tensione tangenziale, t , 
determinata con la formula di Jourawsky, sia pari alla 
resistenza a trazione di calcolo, fctd. L’applicazione della 
formula di Jourawsky è corretta soltanto nelle zone dove 
è avvenuta la regolarizzazione delle tensioni; la sua 
applicazione nelle zone di diffusione costituisce 
un’estrapolazione. 
Se il taglio agente è maggiore di quello fornito 
dall’Equazione 8 si ha fessurazione d’anima e, pertanto, il 
calcolo del taglio resistente deve essere fatto con le 
Equazioni 6a,b. 
L’Eurocodice 2 stabilisce, inoltre, che “il calcolo della 
resistenza a taglio con l’Equazione 8 non è richiesto per 
sezioni poste a una distanza dall’appoggio minore del 
punto di intersezione tra l’asse baricentrico e la linea 
inclinata a 45° uscente dal bordo interno dell’appoggio”: 
per ascisse inferiori, nella pratica progettuale [9] si ritiene 
pertanto che il taglio sia automaticamente verificato. La 
verifica a taglio è soddisfatta se VEd £ VRd,c, come 
riportato nella Figura 2e. 

v) verifica delle sollecitazioni flettenti. Nelle sezioni situate 
ad una distanza dall’estremità maggiore di lbpd, intesa 
come "lunghezza di ancoraggio totale necessaria per 
ancorare una armatura di precompressione soggetta alla 
tensione spd", la verifica viene fatta secondo l’usuale 
procedimento allo stato limite ultimo. 
Nelle sezioni di ascissa x < lbpd il valore della tensione 
nell’armatura inferiore, ricavato in base alle tensioni di 
aderenza, è dato dal diagramma di Figura 2c. Un analogo 
diagramma può essere tracciato per l’armatura superiore. 
Il massimo momento resistente in ogni sezione è pertanto 
calcolato a partire dalla risultante di tali tensioni di 
trazione imponendo le condizioni di equilibrio. La 
risultante di compressione nel calcestruzzo può essere 
calcolata col diagramma parabola-rettangolo oppure con 
il diagramma rettangolare (la condizione di equilibrio 
deve tener conto anche dello sforzo nell’armatura posta 
all’estradosso, se presente). Si rimarcano due aspetti: il 
primo è un “principio di calcolo” che afferma che “la 
resistenza a trazione del calcestruzzo viene ignorata”, il 
secondo richiede che nella zona fessurata per flessione il 
diagramma del momento agente MEd sia traslato di una 
distanza al = d nella direzione sfavorevole. Per 
quest’ultima osservazione il diagramma del momento 
MEd,traslato assume l’andamento di Figura 2f. La stessa 
Figura 2f riporta anche il diagramma del momento 
resistente, MRd, da confrontare col diagramma di 
momento MEd,traslato in modo da verificare la 
disuguaglianza MRd > MEd,traslato. 

vi) ancoraggio dell’armatura. Secondo l’Eurocodice 2 
l’ancoraggio delle armature di precompressione deve 
essere verificato nelle sezioni in cui le tensioni di trazione 
del calcestruzzo eccedono fctk,0,05, dove peraltro occorre 
tener conto della traslazione del diagramma di momento. 
“Se la tensione di trazione di trazione del calcestruzzo è 
minore di fctk,0,05, non è necessaria la verifica 
dell’ancoraggio” (paragrafo 8.10.2.3 di [2]). Il 
diagramma del momento resistente calcolato 
precedentemente tiene già conto degli sforzi trasmessi 

 

a) 
 
 
 
 
b) 
 
 
 
 
c) 
 
 
 
 
 
 
 
d) 
 
 
 
 
 
 
 
e) 
 
 
 
 
 
 
f) 

s 
s 

M Ed 

x    

p¥ 

l     bpd 

pd 

1.2 l    pt 
x    

s (x) p 

V Ed 
x    

x    

M Ed 

x    

V Ed x    

M fess 

x     fess 

45° 

V Rd,c 

Equ.6a,b 

Equ.8 

M 
Rd 

x    

M 
Ed,traslato 

d 

 
 

Figura 2 - Diagrammi per la verifica a taglio e la verifica 
dell’ancoraggio di un pannello in semplice appoggio: 
a) momento flettente di calcolo; 
b) taglio di calcolo;  
c) tensione nell’armatura di precompressione posta nella 

suola inferiore;  
d) momento flettente di calcolo e momento di fessurazione; 
e) taglio di calcolo e taglio resistente;  
f) momento flettente di calcolo traslato e momento 

resistente. 
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dall’ancoraggio, per cui se la verifica a flessione è 
soddisfatta in ogni sezione, lo è anche la verifica 
dell’ancoraggio. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figura 3 - Schema per la determinazione della  
lunghezza di diffusione, ldisp 

 
I passi di calcolo descritti rappresentano una possibile 

procedura da applicare nelle verifiche dei solai alveolari 
semplicemente appoggiati secondo l’Eurocodice 2. E’ stato 
osservato da vari autori [10], [11] che tale normativa 
sovrastima la resistenza a taglio nell’anima data 
dall’Equazione 8: 
·  “In pratica, una fessura nell’anima parte vicino 

all’appoggio e usualmente può condurre a una rottura 
improvvisa per taglio trazione, poiché l’anima dei solai 
alveolari è di solito molto sottile e non ci sono armature 
di taglio nell’anima” [10]; 

·  “Il metodo dell’Eurocodice 2 ignora le tensioni di taglio 
dovute al trasferimento delle forze di precompressione” [11]. 

Tale incremento delle tensioni tangenziali dovute al 
trasferimento delle forze di precompressione è valutato da 
Yang [10] secondo lo schema illustrato nella Figura 4. Si 
consideri l’equilibrio alla traslazione assiale di una porzione di 
concio di solaio di lunghezza dx, separato da una corda 
distante y dal baricentro. Ovviamente si avrà  

dxbdAd wcpA c ××=×� ts  (9) 

Nel tratto di ancoraggio di lunghezza lbpd la variazione di 
tensione ds  dovuta alla variazione di sforzo dP nell’armatura 
di precompressione viene valutata con le formule elastiche di 
presso-flessione, ossia 

y
J

edP
A
dP

d
totc

×
×

+=
,

s  (10) 

Sostituendo l’Equazione 10 nella 9 si ottiene 
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che rappresenta l’incremento della tensione tangenziale dovuta 
al trasferimento della precompressione nell’anima della trave: 
Scp e J sono, rispettivamente, il momento statico dell’area di 
calcestruzzo Acp delimitata dalla corda di ordinata y, e il 
momento d’inerzia dell’intera sezione di calcestruzzo rispetto 
all’asse baricentrico della sezione di solo calcestruzzo. Questo 
incremento va sommato alla tensione tangenziale dovuta al 
taglio, per cui si ha  

p
w

cpSd

Jb

SV
tt +

×

×
=  (12) 

L’Equazione 12, che costituisce una recente proposta di 
modifica introdotta nella norma EN 1168, si complica se si 
considerano anche le armature situate all’estradosso, come 
indicato in [10]. La verifica va effettuata per diversi punti 
critici, allineati lungo la retta uscente dal filo interno 
dell’appoggio, inclinata di 35° rispetto all’asse del solaio (Fig. 
5), come richiesto dalla EN 1168. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4 - Schema per il calcolo dell’incremento delle tensioni 

tangenziali dovute al trasferimento delle forze di precompressione 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

Figura 5 - Posizione dei punti critici considerati  
nella verifica a taglio [1] 

 
Tale procedimento, che diventa estremamente oneroso, si 

presta alle seguenti osservazioni: 
·  la valutazione della tensione tangenziale indotta dalla 

diffusione della precompressione è fatta con un calcolo 
elastico lineare all’interno della zona di diffusione dove 
non è lecito applicare la teoria elastica, come indicato nel 
precedente punto ii). In tale zona, inoltre, si 
sovrappongono altri effetti altrettanto importanti, ma non 
considerati; 

·  il metodo apparentemente si pone dal lato della sicurezza, 
in quanto considera una tensione tangenziale più elevata 
di quella prevista dall’Equazione 6; in realtà, facendo 
riferimento a punti critici situati su una retta inclinata di 
35°, anziché 45°, la verifica è effettuata in punti 
maggiormente lontani dall’estremità, dove lo sforzo di 
precompressione è più elevato. Pertanto, la tensione 
normale scp, che costituisce un contributo favorevole, 
risulta più elevata. 

·  la norma [1] propone la seguente formulazione 
alternativa, che si basa sull’Equazione 6:  
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Introducendo un coefficiente, b = 0.9, riduttivo della 
resistenza a trazione del calcestruzzo e un coefficiente 
“globale”, j  = 0.8, riduttivo della resistenza a taglio, tale 
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formulazione tiene conto della difficoltà di valutare 
teoricamente tutti gli effetti che agiscono nella zona di 
estremità dell’anima di un solaio alveolare. Gli Autori 
ritengono che questa formulazione sia più idonea a 
garantire i margini di sicurezza per le verifiche a taglio-
trazione nell’anima dei solai alveolari, senza far ricorso a 
complicati e non fondati sviluppi di calcolo. 

Un’ultima considerazione merita il procedimento di 
verifica dell’ancoraggio delle armature di precompressione 
dell’Eurocodice 2, secondo cui questa verifica non è 
necessaria se la tensione di trazione non supera la resistenza a 
trazione caratteristica, fctk,0.05. Infatti, nelle zone di 
discontinuità, ove le formule elastiche non sono applicabili e il 
meccanismo resistente è di difficile individuazione col metodo 
"struts and ties" per l’assenza delle armature d’anima che 
costituiscono i tiranti, è opportuno valutare con prudenza 
l’ancoraggio delle armature. Va tenuto presente che la rottura 
dell’ancoraggio è di tipo fragile e può essere causa del 
collasso strutturale. Inoltre, altre azioni, usualmente non prese 
in conto, possono indurre sforzi di trazione tali da determinare 
rotture in corrispondenza dell’appoggio, quali: 
·  ritiro e fluage del calcestruzzo o variazioni termiche che 

in presenza di vincoli con attrito generano sforzi di 
trazione; 

·  il comportamento a diaframma dei solai; 
·  la presenza di azioni orizzontali sui solai (es. frenature); 
·  il rientro degli ancoraggi a causa di un brusco rilascio 

dell’armatura in fase di realizzazione; 
·  il danneggiamento degli spigoli nella fase di trasporto o 

di posa in opera; 
·  l’innesco della corrosione dell’armatura a partire 

dall’estremità. 
A causa della gravità delle conseguenze che si possono 

avere in seguito alla rottura dell’ancoraggio, è opportuno 
verificare che l’armatura, posta in corrispondenza del filo 
interno dell’appoggio, sia in grado di assorbire, allo stato 
limite ultimo, uno sforzo di trazione pari alla reazione. Tale 
verifica, peraltro usuale per i produttori italiani, deriva da una 
semplice schematizzazione dell’equilibrio di nodo con la 
biella compressa inclinata a 45° (notare che considerando una 
biella compressa, inclinata di 35°, l’equilibrio del nodo 
comporta sforzi di trazione maggiori). Se la distanza tra la 
testata dei solai e il filo interno dell’appoggio non è sufficiente 
a garantire l’ancoraggio di tale sforzo, si deve predisporre 
dell’armatura ordinaria aggiuntiva, opportunamente ancorata. 
Si ritiene pertanto che tale verifica debba non essere elusa 
come in effetti si fa in molti Paesi in quanto l’Eurocodice 2 
non la impone. 

 
5. CONCLUSIONI 

La necessità di procedere alla marchiatura CE dei solai 
alveolari precompressi ha portato ad alcune considerazioni 
sulle norme di riferimento [1], [2], evidenziando i seguenti 
aspetti: 
·  la non appropriata formulazione delle perdite per 

rilassamento delle armature di precompressione; 
·  le approssimazioni introdotte nel calcolo delle perdite per 

gli effetti di ritiro, deformazioni viscose e rilassamento; 
·  le problematiche connesse con le verifiche a taglio e 

dell’ancoraggio dell’armatura di precompressione, 
facendo anche riferimento alle recenti proposte di 

modifica della norma di prodotto [1]. 
A proposito di quest’ultimo aspetto si è discussa 

l’opportunità di maggiori cautele nei confronti della verifica a 
taglio-trazione nell’anima non fessurata dei solai. Si è 
osservato che la formulazione della resistenza a taglio per 
elementi non fessurati, proposta per la modifica della norma 
EN 1168 [1] e che presenta un elevato onere computazionale, 
in realtà si fonda su ipotesi grossolane, tali da inficiarne la 
validità. Sono perciò preferibili formulazioni alternative 
semplificate, anch’esse presenti nella proposta di modifica 
della norma [1], tarate sui risultati sperimentali. 

Infine, si è sottolineata la necessità di garantire margini di 
sicurezza adeguati nei confronti di rotture dell’ancoraggio: per 
questa rottura, di tipo fragile, vanno tenute in conto azioni molto 
frequenti nella pratica, usualmente non considerate nelle 
verifiche a stato limite ultimo. 

Ulteriori analisi approfondite sono necessarie per le 
verifiche di solai alveolari precompressi con cappa integrativa 
collaborante, solai continui portati da travi fuori spessore o in 
spessore di solaio, e di solai in luce netta in cui il prefabbricato 
non ha un appoggio diretto. 
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SOMMARIO 
In questo lavoro si propone un metodo per l’analisi semplificata di strutture costruite per assemblaggio ripetitivo di elementi 
prefabbricati in calcestruzzo. Dopo aver richiamato la formulazione analitica del problema viscoelastico di strutture eterogenee, si 
riportano i risultati di un’analisi parametrica in cui si sono studiati gli effetti sia dei parametri temporali che definiscono le sequenze 
costruttive sia dei parametri che influenzano la reologia del calcestruzzo. Sulla base dei risultati numerici, si propongono coefficienti 
che, scalando le classiche funzioni di cambiamento di schema statico, permettono di valutare le storie delle reazioni dei vincoli 
posticipati a partire dalle reazioni ottenute per una struttura omogenea senza cambiamento di schema statico.  
 
SUMMARY 
In this paper a method for the simplified analysis of structures built sequentially from repetitive parts is proposed. After some recalls 
of the analytical formulation of the visco-elastic problem for heterogeneous structures, the results of a parametric analysis are 
reported in order to show the effects of both the parameters defining the construction phases and the parameters affecting the 
concrete rheology. On the base of the numerical results, some coefficients to rescale the classical redistribution function are 
proposed; these coefficients allow to evaluate the long term reactions of the restraints starting from the values obtained by a normal 
elastic analysis for an homogeneous structure with no variable static scheme. 
 
 
1. INTRODUZIONE 

Il problema dell’evoluzione dello schema statico è di 
fondamentale importanza nell’analisi di ponti in calcestruzzo 
armato. A causa del comportamento viscoelastico del 
materiale, le fasi costruttive possono determinare complesse 
ridistribuzioni delle tensioni in seguito all’introduzione di 
vincoli posticipati o alla rimozione di vincoli provvisori. La 
ridistribuzione delle tensioni è anche complicata dalla non-
omogeneità strutturale determinata dalla diversa età dei conci 
di calcestruzzo per i ben noti fenomeni di invecchiamento del 
materiale. Tuttavia, nei casi in cui la struttura è realizzata 
assemblando conci prefabbricati posti in opera e caricati 
secondo sequenze temporali regolari, a causa della memoria 
evanescente del materiale è lecito attendersi una qualche 
semplificazione dei fenomeni.  

In letteratura, il problema di cambiamento dello schema 
statico è stato ampiamente studiato con riferimento a casi più 
semplici di strutture omogenee. Per strutture caricate ad un 
dato istante, un metodo efficace basato sulla definizione di una 
funzione di ridistribuzione, che consente di conoscere il valore 
della reazione del vincolo posticipato a partire dalla reazione 
determinata sullo schema finale elastico, è stato proposto da 
Chiorino et al. [01] e Dezi et al. [02]. In casi più realistici, nei 
quali la struttura è non omogenea e caricata a differenti istanti, 

il problema è stato studiato in accordo al metodo delle forze. Il 
sistema risolvente è costituito da un sistema accoppiato di 
equazioni integrali di Volterra per cui la soluzione può essere 
ottenuta solo grazie ad un’analisi step-by-step [03], [04]. Un 
metodo semplificato è stato proposto da Chiorino et al. [05] 
ma, anche se i risultati ottenuti sono in buon accordo con 
quelli delle analisi accurate step-by-step, esso risulta piuttosto 
laborioso per essere applicato nelle analisi di routine. 

Nella prima parte di questo articolo, si richiama una 
formulazione analitica generale del problema di cambiamento 
di schema statico basato sull’applicazione del metodo delle 
forze [03], [04] già proposto in [06]. Esso permette di 
analizzare strutture con vincoli deformabili e con vincoli 
applicati imponendo cedimenti per ridurre la ridistribuzione 
delle tensioni nel tempo. Le azioni possono essere costituite 
da carichi esterni o da distorsioni imposte. 

Nella seconda parte sono studiate strutture costruite 
sequenzialmente con parti ripetitive e si mostrano i risultati di 
un’analisi parametrica che studia l’effetto sia dei parametri 
che definiscono le fasi costruttive sia di quelli che influenzano 
il comportamento reologico della sezione; da essi vengono 
tratte delle considerazioni di carattere qualitativo. Infine, si 
propone un metodo semplice per il progetto di routine di ponti 
costruiti span-by-span, che permette di valutare le reazioni a 
lungo termine conoscendo le reazioni elastiche. 
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Figura 1 – Strutture eterogenee 
 
 

2. STRUTTURE VISCO-ELASTICHE ETEROGENEE 
Come già accennato, il problema dall’analisi di strutture 

intelaiate viscoelastiche eterogenee è stato affrontato in [03] e 
[04] applicando il metodo delle forze, assumendo come 
incognite le reazioni dei vincoli posticipati. Più recentemente 
sono state proposte formulazioni agli spostamenti facili da 
implementare in programmi applicativi agli elementi finiti ed 
in grado di descrivere il comportamento di strutture soggette 
anche a dinamiche costruttive piuttosto complesse. Le 
potenzialità del metodo sono tali da consentire di considerare 
anche le non linearità dei materiali [07], [08]. Tuttavia in casi 
realistici, il problema è governato da un numero molto elevato 
di incognite costituite dalle componenti degli spostamenti 
nodali. Anche se l’onere computazionale viene in parte ridotto 
approssimando il comportamento viscoso del calcestruzzo con 
il metodo delle catene di Maxwell, nel caso di problemi di 
routine appare molto elevato. 

In questo paragrafo si richiama una formulazione 
matriciale generale per il calcolo di strutture intelaiate 
viscoelastiche eterogenee. Tale formulazione, anche nel caso 
di strutture realistiche da ponte permette di trattare il problema 
con un numero limitato di incognite. Nel caso particolare 
dell’evoluzione delle schema statico ha inoltre il pregio di 
fornire risultati estremamente sintetici in quanto permette di 
calcolare direttamente le reazioni dei vincoli posticipati, 
uniche responsabili dell’evoluzione dello stato tensionale della 
struttura. 

Si considera una struttura intelaiata piana eterogenea in 
calcestruzzo costituita da S sottostrutture omogenee. Per 
ciascuna sottostruttura si introduce l’ascissa curvilinea zi, che 
permette di individuarne la generica sezione trasversale con 
riferimento all’asse baricentrico (Fig. 1), e l’istante di getto tci, 
riferito all’origine 0 del sistema di riferimento temporale.  

Nello spirito del metodo delle forze, si considera una 
struttura isostatica ausiliaria ottenuta da quella reale 
eliminando R vincoli ridondanti (interni e/o esterni). A tal 
proposito, si osserva che nell’individuare detti vincoli è 
naturale scegliere quelli che vengono introdotti gradualmente 
durante la costruzione della struttura (vincoli posticipati). Con 
riferimento all’i-esima sottostruttura omogenea, le risultanti 
delle tensioni all’istante t possono essere espresse in accordo 
alla formula  

 
 ( ) ( ) ( ) ( ) S,,it�;t�;t� iii �1         0 =+= xFff   (1) 

dove 
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è il vettore che raccoglie il momento flettente, la forza assiale 
e la forza di taglio sulla sezione trasversale individuata da zi; 

( );tiz0f  è il vettore che raccoglie le risultanti delle tensioni 

dovute ai carichi esterni e calcolate sulla struttura isostatica 
ausiliaria; analogamente, 
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è la matrice di dimensioni 3 x R avente le colonne costituite 
dalle risultanti delle tensioni, calcolate sulla struttura 
ausiliaria, dovute all’applicazione di forze generalizzate 
unitarie corrispondenti alle reazioni. Infine, 
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è il vettore delle R reazioni incognite dei vincoli ridondanti 
eliminati. Ipotizzando un comportamento viscoelastico lineare 
per il calcestruzzo, e considerando l’Equazione 1, le 
caratteristiche di deformazione duali delle risultanti delle 
tensioni sono date dalla relazione integrale 
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è il vettore che raccoglie la curvatura, la deformazione media 
longitudinale e la deformazione media di taglio della sezione 
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individuata da zi e ( );tˆ
i  zd  è l’analogo vettore delle 

distorsioni (ad esempio dovute al ritiro ed agli effetti termici); 
Ji(t, t ) è la funzione di viscosità dell’i-esima sottostruttura 
omogenea riferita all’istante di getto tci, cioè la deformazione 
all’istante (t -  tci) dovuta all’applicazione di una tensione 
unitaria all’istante (t  -  tci) e mantenuta costante nel tempo; H 
è la funzione di heavyside, uguale a 0 per t < tci ed uguale a 1 
altrimenti, che permette di escludere dall’analisi la 
sottostruttura se non ancora realizzata. 

Considerando il sistema di riferimento baricentrico e 
principale di inerzia per la sezione trasversale, la matrice D 
assume la seguente espressione: 
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dove A(zi), I(zi) e c(zi) sono rispettivamente l’area, il 
momento di inerzia ed il fattore di taglio della sezione 
trasversale, e n è il modulo di Poisson che viene considerato 
costante nel tempo. 

Per il Teorema dei Lavori Virtuali, scritto considerando il 
campo degli spostamenti reali ed i sistemi di forze equilibrati 
ottenuti applicando alla struttura isostatica forze generalizzate 
unitarie corrispondenti alle reazioni dei vincoli ridondanti, si 
ottiene la seguente equazione:  
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dove s(t) è il vettore degli spostamenti generalizzati delle 
sezioni trasversali nelle quali sono applicati i vincoli 
ridondanti e  
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sono, rispettivamente, la matrice di deformabilità dell’i-esima 
sottostruttura omogenea (a meno di una costante elastica), il 
vettore degli spostamenti generalizzati dovuti all’applicazione 
dei carichi esterni ed il vettore degli spostamenti dovuti 
all’applicazione delle distorsioni. Si osservi che con il termine 
di spostamenti generalizzati si indicano gli spostamenti 
assoluti, nel caso in cui i vincoli eliminati siano esterni, e gli 
spostamenti relativi tra due sezioni, nel caso di vincoli interni. 

L’equazione vettoriale (8) consente di scrivere le relazioni 
di congruenza dalle quali ricavare, al generico istante t, le 
reazioni dei vincoli ridondanti. Esse costituiscono un sistema 

di equazioni integrali di Volterra che devono essere integrate 
numericamente con una procedura step-by-step [09]. Una 
volta note le reazioni, attraverso la (1) possono determinarsi le 
caratteristiche di sollecitazione interna e, grazie alla (5), le 
caratteristiche di deformazione. Infine quest’ultime, 
opportunamente integrate, conducono agli spostamenti della 
struttura. Attraverso la procedura evolutiva descritta in [06], è 
possibile studiare gli effetti delle fasi costruttive di una 
struttura generica.  

 
3. ANALISI PARAMETRICA 

Usando il modello precedentemente richiamato, è stata 
eseguita un’ampia analisi parametrica considerando una trave 
continua su più campate ottenuta connettendo una serie di 
travi semplicemente appoggiate, ciascuna caratterizzata da un 
diverso istante di getto. Tutti i conci che costituiscono la trave 
hanno la stessa geometria e sono soggetti agli stessi carichi, 
inoltre gli istanti di getto differiscono di un intervallo costante 
Dt. 

La funzione di viscosità è quella suggerita dal CEB-FIP 
Model Code 1990 [10] che permette di descrivere il 
comportamento viscoso di elementi strutturali con riferimento 
allo spessore fittizio della sezione (h0) dell’umidità relativa 
ambientale (RH) e della resistenza caratteristica del 
calcestruzzo (fck). 

I parametri studiati sono: l’intervallo di tempo tra i getti di 
due generici conci omogenei (Dt), l’intervallo di tempo 
trascorso tra il getto ed il carico di ciascuna campata (Dt0) e 
l’intervallo di tempo trascorso tra il getto e la connessione 
della campata alla struttura esistente (Dt1). Inoltre, per ogni 
terna di valori temporali Dt, Dt0, Dt1, sono stati assegnati 
diversi valori dei parametri che definiscono la funzione di 
viscosità.  

L’attenzione è focalizzata sulle reazioni adimensionali dei 
vincoli posticipati, cioè sul rapporto tra il reale valore della 
reazione Xi(t), ed il valore calcolato considerando direttamente 

lo schema finale della travatura el
iX  
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Per strutture omogenee, in cui tutte le campate vengono 

dapprima gettate e successivamente caricate ai medesimi 
istanti ed in cui tutti i vincoli posticipati sono introdotti 
contemporaneamente, la funzione di cambiamento di schema 
statico x(t; Dt0, Dt1; RH, fck, h0) [02] descrive l’evolversi nel 
tempo della reazione adimensionale dei vincoli posticipati ed è 
la stessa per tutti i vincoli. Nel caso in esame, invece, le 
sottostrutture sono eterogenee ed i vincoli posticipati sono 
inseriti in tempi differenti, anche se ad intervalli regolari Dt 
l’uno dall’altro. Non esiste dunque un unico valore di ( )tX i  ma 
esso dipende dallo specifico vincolo considerato, dalla fase 
costruttiva e dai parametri che influenzano il comportamento 
reologico medio della sezione.  
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Figura 2 – Evoluzione nel tempo delle reazioni dei vincoli posticipati per diverse durate delle fasi costruttive 
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Figura 3 – Valori finali delle reazioni vincolari per travi con diverso numero di campate (t = 25550 gg) 
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La figura 2 mostra l’evoluzione temporale delle reazioni 
adimensionali per una travatura continua di dieci campate. 
Ciascun diagramma si riferisce ad una diversa terna degli 
intervalli di tempo precedentemente definiti e ai parametri 
fck = 35 Nmm-2, RH = 50 %, h0 = 200 mm. Dall’esame dei 
diagrammi si possono fare le seguenti osservazioni: 

- le reazioni adimensionali di tutti i vincoli tendono a 
valori finali molto simili; in particolare, le reazioni dei primi 
due vincoli mostrano un maggiore scarto quando il parametro 
Dt viene incrementato, mentre le altre reazioni sono molto 
vicine al loro valore medio;  

- le curve non sono discontinue in quanto i vincoli sono 
introdotti senza imporre cedimenti e in quanto l’applicazione 
del carico su ciascun tronco non induce tensioni sulla 
rimanente struttura;  

- eccetto i primi due vincoli, le storie delle reazioni sono 
molto simili; nel caso teorico di numero infinito di campate, le 
reazioni dei vari vincoli avrebbero la stessa evoluzione 
temporale [11].  

La figura 3 mostra i valori a lungo termine delle reazioni 
adimensionali quando la trave continua è costituita da un 
 

numero variabile di campate (da 2 a 10); i grafici sono relativi 
a due differenti fasi costruttive, con Dt = 7 gg e Dt = 30 gg. È 
chiaro che c’è solo una debole dipendenza delle reazioni 
adimensionali dal numero di vincoli posticipati. Ad esempio, 
con riferimento alla seconda sequenza costruttiva (Dt = 30 gg), 
la reazione adimensionale del primo vincolo è circa 0.66, 
quella del secondo vincolo è maggiore di 0.695 mentre le 
reazioni di tutti gli altri vincoli varia tra 0.68 e 0.685. 

La figura 4 mostra i valori a lungo termine delle reazioni 
adimensionali per una travatura continua di dieci campate nel 
caso di Dt0 = 7 gg e Dt1 = 22 gg; i grafici nella colonna di 
sinistra sono relativi ad una fase costruttiva con intervallo 
Dt = 7 gg mentre per quelli di destra Dt = 30 gg. Inoltre, i 
grafici sono relativi a diversi valori dell’umidità relativa, dello 
spessore fittizio e della classe di resistenza del calcestruzzo 
come riportato nelle legende. In ciascun caso le due curve 
ottenute hanno lo stesso andamento, ma risultano traslate l’una 
rispetto all’altra per effetto della variazione dei parametri. 
Ovviamente, si ottengono reazioni maggiori con i valori dei 
parametri che comportano una maggior sensibilità della 
struttura al cambiamento di schema statico.  
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Figura 4 – Valori finali delle reazioni vincolari nel caso di una trave continua di 10 campate: influenza dell’umidità relativa, dello spessore fittizio e 

della classe del calcestruzzo (t = 25550 gg, Dt0 = 7 gg e Dt1 = 22 gg) 
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4. METODO SEMPLIFICATO DI ANALISI  
Un metodo semplificato empirico, valido per travi 

continue con sezione trasversale costante, e con campate 
eterogenee aventi tutte le medesime luci e carichi permanenti, 
è stato sviluppato dai risultati dell’analisi parametrica.  

Il metodo proposto è basato sull’osservazione che 
l’evoluzione di ciascuna reazione vincolare dipende 
debolmente dai vincoli precedentemente introdotti nella 
struttura, mentre è fortemente dipendente dall’intervallo Dt 
che caratterizza la sequenza costruttiva, dall’età di carico Dt0, 
dal ritardo dell’introduzione del vincolo Dt1, e dai parametri 
che caratterizzano la reologia degli elementi strutturali. 

In figura 5 sono riportati i rapporti a lungo termine 
(t = 25550 gg) tra le reazioni adimensionali dei vincoli 
posticipati della struttura eterogenea e di quella omogenea 
definiti precedentemente, ottenuti per diversi valori degli 
intervalli di tempo che definiscono le sequenze della fase 
costruttiva e per diverse terne di parametri reologici. 
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Si possono individuare due fasci di curve, ognuno dei 

quali relativo ad un valore Dt; il fatto che esse tendano a 
sovrapporsi, suggerisce che la dipendenza delle reazioni 
iperstatiche dai parametri considerati (Fig. 4) è la stessa 
manifestata della funzione x. I coefficienti Ci possono allora 
essere considerati funzioni solo di Dt e del vincolo 
considerato.  

La figura 6 mostra i valori dei rapporti Ci al variare del 
parametro � t. I punti sono i risultati ottenuti dall’analisi 
parametrica condotta e le rette di regressione sono determinate 
minimizzando gli scarti con il metodo dei minimi quadrati. In 
accordo alle osservazioni fatte in questo e nel precedente 
paragrafo, sono state derivate tre diverse espressioni valide, 
rispettivamente, per la prima reazione vincolare, per la 
seconda e per il valore medio di tutte le altre reazioni. 
 
 ( ) t..tC D-=D 00210985301   

 
 ( ) t..tC D-=D 00070995802  (14) 

 
 ( ) t..tCi D-=D 0012099060       per i �  3 

 
La definizione dei precedenti rapporti permette di 

calcolare in via approssimata le reazioni dei vincoli posticipati 
al generico istante t attraverso la relazione 
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L’applicazione del metodo è molto semplice e permette di 

calcolare le reazioni vincolari ad ogni istante di analisi 
impiegando un’unica funzione di ridistribuzione. I diagrammi 
di figura 6 possono essere impiegati come abachi per la 
determinazione grafica dei coefficienti. 
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Figura 6 – rapporti Ci al variare del parametro � t 

 
L’analisi della struttura può quindi condursi determinando 

le reazioni vincolari sullo schema definitivo della struttura 
considerata omogenea. Note le reazioni iperstatiche, è quindi 
possibile determinare sia gli stati tensionali sia quelli 
deformativi della struttura. 

 
4.1 Applicazioni 

L’accuratezza del metodo è stata testata in una serie di casi 
variando gli intervalli temporali della sequenza costruttiva ed 
il numero delle campate.  

Con riferimento ad una trave continua di dieci campate, la 
figura 7 riporta i risultati ottenuti applicando il metodo 
proposto (punti) e quelli ottenuti con il metodo generale di 
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analisi step-by-step (curve continue). Gli intervalli di 
definizione della sequenza costruttiva sono riportati all’interno 
dei singoli diagrammi. Per chiarezza, si riportano le curve 
relative solo al primo, secondo e quinto vincolo essendo 
quest’ultima rappresentativa di tutti gli altri vincoli. I risultati 
ottenuti con il metodo semplificato appaiono in 
sovrapposizione con quelli della procedura generale step-by-
step. Come atteso, le maggiori discordanze si osservano negli 
istanti intermedi di analisi poiché i coefficienti che scalano la 
funzione x sono stati tarati con un’analisi a lungo termine. Per 
maggior chiarezza, la figura 8 mostra gli errori ottenuti al 
variare dell’intervallo Dt, per la coppia di intervalli Dt0 = 7 gg 
e Dt1 = 14 gg di carico e connessione delle travi. È immediato 
constatare che gli errori a lungo termine sono praticamente 
trascurabili. 

5. CONCLUSIONI  
In questo articolo si è proposto un metodo per l’analisi 

viscoelastica di strutture ottenute per assemblaggio ripetitivo 
di elementi prefabbricati. Con riferimento ad una trave 
continua costruita campata per campata, è stata eseguita 
un’analisi parametrica sull’evoluzione delle reazioni dei 
vincoli introdotti per ottenere la continuità flessionale in 
corrispondenza degli appoggi intermedi. È stata analizzata 
l’influenza degli intervalli di tempo che definiscono la 
sequenza costruttiva, cioè il tempo trascorso tra il getto di due 
conci, l’istante di carico dei conci e l’istante di connessione 
con la struttura esistente, e l’influenza dell’umidità relativa 
ambientale, della classe del calcestruzzo e dello spessore 
fittizio degli elementi strutturali. 

 
X1(t) X2(t) Xj(t) XR(t)

 
 

 

 

0 

0.2 

0.4 

0.8 

X
i(t

)/
 X

iel
 

1st restraint 

2nd restraint 

5th restraint 

step-by-step 

proposed an. 

Dt  = 7 days    Dt0 = 7 days   Dt1 = 14 days 
 

0 

0.2 

0.4 

0.8 

X
i(t

)/
 X

iel
 

1st restraint 

2nd restraint 

5th restraint 

step-by-step 

proposed an. 

Dt  = 30 days    Dt0 = 7 days   Dt1 = 14 days 

 
 

0 

0.2 

0.4 

0.8 

X
i(t

)/
 X

iel
 

1st restraint 

2nd restraint 

5th restraint 

step-by-step 

proposed an. 

Dt  = 7 days    Dt0 = 15 days   Dt1 = 22 days 
 

0 

0.2 

0.4 

0.8 

X
i(t

)/
 X

iel
 

1st restraint 

2nd restraint 

5th restraint 

step-by-step 

proposed an. 

Dt  = 30 days    Dt0 = 15 days   Dt1 = 22 days 

 
 

0 

0.2 

0.4 

0.8 

101 100 102 103 104 [days] 

X
i(t

)/
 X

iel
 

1st restraint 

2nd restraint 

5th restraint 

step-by-step 

proposed an. 

Dt  = 7 days    Dt0 = 7 days   Dt1 = 22 days 

0 

0.2 

0.4 

0.8 

101 100 102 103 104 

X
i(t

)/
 X

iel
 

1st restraint 

2nd restraint 

5th restraint 

step-by-step 

proposed an. 

Dt  = 30 days    Dt0 = 7 days   Dt1 = 22 days 

[days] 
 

 
Figura 7 – Confronto dei risultati ottenuti con il metodo proposto e con la procedura generale step-by-step 
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Figura 8. Errori riferiti alla soluzione step-by-step (� t0 �  7 gg, � t1 �  14 gg) 

 
Dall’analisi parametrica sono scaturite le seguenti 

osservazioni: 
- le reazioni adimensionali di tutti i vincoli tendono a 

valori finali molto vicini qualunque siano i parametri 
considerati; le reazioni dei primi due vincoli sono 
maggiormente sensibili all’intervallo di tempo tra il getto di 
due diversi conci;  

- eccetto i primi due vincoli, le storie delle reazioni sono 
molto simili e possono essere ottenute con una stessa curva  
traslata lungo l’asse temporale; 

- i valori a lungo termine delle reazioni adimensionali 
sono debolmente influenzate dal numero di vincoli posticipati;  

- la dipendenza delle reazioni dei vincoli di 
solidarizzazione dai parametri che influenzano il 
comportamento reologico del calcestruzzo è la stessa che si 
manifesta nel caso di strutture omogenee. 

Sulla base delle precedenti osservazioni è stato proposto 
un metodo di analisi che sfrutta la funzione di ridistribuzione 
nota in letteratura e riportata in abachi di calcolo [12], valida 
nel caso di strutture omogenee. Attraverso una riscalatura di 
detta funzione si possono stimare le storie delle reazioni dei 
vincoli posticipati a partire dai valori ottenuti da una normale 
analisi elastica eseguita su una struttura omogenea, 
considerando direttamente lo schema statico finale.  

Il confronto con i risultati ottenuti applicando il metodo 
generale step-by-step mostra una buona precisione del metodo 
proposto. 
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SOMMARIO 
In questo lavoro è affrontato lo studio del comportamento a compressione di elementi in calcestruzzo confinati con sistemi in FRP. 
Gli Autori hanno già trattato l’argomento in precedenti articoli dedicati sia alla determinazione del legame costitutivo del 
calcestruzzo confinato con FRP che alla messa a punto di procedure per il progetto di elementi in c.a. pressoinflessi. In [1] è stata 
presentata un’ampia raccolta di dati relativi a test di compressione centrata su provini cilindrici fasciati con tessuti in carbonio e 
vetro. L’analisi dei dati ha consentito di verificare l’affidabilità di alcune relazioni di letteratura per la stima della resistenza e della 
deformazione ultima del calcestruzzo confinato. In questo lavoro l’indagine è stata estesa ai risultati di test su elementi prismatici. 
 
SUMMARY 
This paper presents a study of the behaviour in compression of FRP-confined concrete elements. The Authors have dealt with this 
subject in previous articles dedicated to the determination both of the FRP confined concrete constitutive law and of design 
procedures for FRP-confined r/c columns. In [1] has been presented a wide data-base of experimental results about axial compression 
tests carried out on cylindrical specimens wrapped with carbon and glass. The data-base analysis has allowed to check the reliability 
of some literature relationships for the estimation of the confined concrete strength and ultimate deformation. In this paper the 
investigation has been extended by using some results from tests conducted on prismatic specimens. 
 
1. INTRODUZIONE 

E’ ben noto che mediante un intervento di confinamento 
passivo con tessuti in FRP è possibile incrementare la 
resistenza e la deformabilità del calcestruzzo compresso. 

Numerose indagini sperimentali, condotte nel corso degli 
ultimi anni su elementi in calcestruzzo compressi o presso-
inflessi, hanno consentito di valutare l’influenza di vari 
parametri (ad esempio le proprietà meccaniche e 
l’orientamento delle fibre, la rigidezza del sistema confinante, 
la forma dell’elemento confinato, etc.) sull’efficacia del 
confinamento con FRP. 

In una precedente nota gli Autori hanno presentato ed 
esaminato un ampio “data base” contenente dati raccolti in 
bibliografia e relativi a circa 400 prove di compressione 
condotte su provini di calcestruzzo di forma cilindrica 
confinati impiegando sistemi in FRP [1]; l’analisi di quel data 
base – che qui sarà ampiamente richiamato – ha consentito, tra 
l’altro, di valutare l’affidabilità delle espressioni riportate in 
letteratura per la stima degli incrementi di resistenza e di 
duttilità ottenuti con il confinamento e di proporne delle altre 
tarate sui dati disponibili. 

In questo lavoro - partendo dall’analisi già svolta - sono 
prese in considerazione prove di compressione effettuate su 
elementi di calcestruzzo di forma prismatica - aventi sezione 
quadrata o rettangolare - confinati sia con fibre di carbonio 
(CFRP) che con fibre di vetro (GFRP). 

Le prove qui esaminate sono state in parte svolte presso il 
Laboratorio di Strutture dell’Università di Salerno. 

I risultati di questi test – raccolti in un nuovo data base –
sono stati impiegati per approfondire l’indagine 
sull’affidabilità delle relazioni proposte per la stima della 
resistenza del calcestruzzo confinato – tra cui le formulazioni 
riportate dalle recenti Istruzioni del CNR [2] - e, confrontati 
con quelli precedentemente presentati in [1], hanno consentito 
di trarre utili indicazioni circa la dipendenza dell’efficienza 
del confinamento dalla forma dei provini. 

 
2. IL PROGRAMMA SPERIMENTALE 

Nel seguito sono presentati alcuni dei risultati di un’estesa 
campagna di prove condotta all’Università di Salerno su 
elementi di calcestruzzo prismatici confinati adoperando sia 
fibre di vetro che fibre di carbonio: i dati riferiti a quest’ultimo 
caso sono stati già oggetto di precedenti pubblicazioni [3,4]. 

Le prove di compressione sono state eseguite in controllo 
di spostamento (con una velocità di 0.1 cm/min) applicando il 
carico sia in posizione centrata che in posizione eccentrica; a 
tal fine è stata utilizzata una pressa idraulica da 4000 kN. 

I provini in calcestruzzo avevano una sezione trasversale 
di forma quadrata con lato di 150 mm ed un’altezza di 250 
mm e sono stati suddivisi in tre diverse tipologie caratterizzate 
da un diverso raggio di arrotondamento degli spigoli (Rc=10, 
20 e 30 mm). 
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Le prove sono state eseguite su provini confinati con uno o 
due strati di tessuto in FRP e, al fine di poter quantificare il 
beneficio conseguito con il confinamento, sono stati eseguiti 
test anche su provini non confinati. 

Nel seguito sono forniti i dettagli relativi alle prove di 
compressione centrata condotte sugli elementi confinati con 
fibre di vetro; analoghi dati riguardanti i test condotti sugli 
elementi rinforzati con il carbonio sono reperibili nelle 
bibliografia citata in precedenza. 

I provini sono stati rinforzati adoperando tessuto uni-
direzionale (“MAPEWRAP” commercializzato dalla MAPEI); 
le caratteristiche tecniche del tessuto non impregnato sono le 
seguenti (valori medi riportati nella scheda tecnica): 
·  modulo elastico Ef = 80700 N/mm2; 
·  deformazione ultima a trazione ef,k = 0.0317; 
·  spessore nominale tj = 0.48 mm. 

La resistenza media (fc0) del calcestruzzo adoperato per 
confezionare i provini è risultata pari a 23.55 MPa; tale 
resistenza è stata ottenuta effettuando prove di compressione 
su 3 provini prismatici non confinati. 

Per la misura delle deformazioni assiali (ec) e delle 
deformazioni trasversali (el) sono stati disposti quattro “strain 
gauges” a metà altezza del provino: due estensimetri sono stati 
disposti in posizione verticale e al centro di due facce opposte 
del campione; gli altri due in posizione orizzontale sui restanti 
due lati (si veda la Figura 1). 

 

 
Figura 1 – Posizionamento degli estensimetri verticali e orizzontali 

 
A titolo d’esempio in Figura 2 sono riportate alcune curve 

tensione-deformazione ottenute per tre diverse configurazioni 
di prova, ossia per campioni aventi raggio di curvatura pari a 
10 e 20 mm e confinati adoperando 1 o 2 strati di tessuto; le 
deformazioni assiali (ec) sono riportate sull’asse positivo delle 
ascisse e quelle trasversali (el) sull’asse negativo. 

Dalle curve presentate si nota che l’efficacia del 
confinamento migliora aumentando il raggio di curvatura degli 
angoli del provino e, inoltre, si evince la dipendenza della 
resistenza del calcestruzzo confinato dal numero di strati di 
tessuto adoperati per la fasciatura. 

 

 
Figura 2 – Curve tensione - deformazione 

La Figura 3 mostra, invece, la modalità di rottura 
riscontrata durante le prove: la crisi dei campioni sottoposti ai 
test di compressione è stata sempre provocata da una rottura 
fragile del sistema in FRP localizzata, generalmente, in 
corrispondenza degli spigoli e più o meno a metà altezza del 
provino. 

Va rilevato che nel caso di provini confinati con due strati 
di FRP il collasso del sistema confinante è stato più graduale, 
e quindi apparentemente meno fragile, poiché ha interessato 
dapprima lo strato più esterno e in seguito quello interno. 

I risultati sperimentali di tutte le prove eseguite presso 
l’Università di Salerno (compresi i test condotti sugli elementi 
rinforzati con carbonio) sono stati inclusi nel data base di cui 
si discuterà nel seguito (si veda il riferimento “Faella et al.”). 
 

 
Figura 3 – Modalità di rottura 

 
3. I DATI SPERIMENTALI RACCOLTI 

Lo studio della bibliografia tecnica ha consentito di risalire 
ad un gran numero di dati sperimentali relativi a prove di 
compressione centrata condotte su elementi di calcestruzzo di 
forma prismatica, confinati con sistemi in FRP: i dati raccolti 
sono presentati nelle Tabelle 1, 2 e 3, rispettivamente per 
sistemi in carbonio, vetro e arammide. 

Le Tabelle suddette riportano nelle prime dodici colonne i 
dati principali riguardanti i provini sottoposti ai test 
(geometria, caratteristiche meccaniche dei materiali, etc.) e, 
precisamente, dalla colonna 1 alla colonna 12: 
�  il riferimento bibliografico da cui sono stati tratti i dati 
sperimentali; 
�  l’altezza e la base (h e b) della sezione trasversale del 
provino (in genere h=b; gli elementi con sezione rettangolare 
sono pochi e sono stati evidenziati in giallo); 
�  l’altezza L del provino; 
�  il rapporto (L/b) altezza/base; 
�  il raggio di curvatura degli spigoli (Rc); 
�  il coefficiente di forma (KH) ottenuto da [2]: 
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�  la resistenza media a compressione (fc0) del calcestruzzo 
non confinato (in genere si tratta di un valore indicato dagli 
Autori e relativo a prove eseguite su provini prismatici non 
confinati; solo in pochi casi la “resistenza prismatica” è stata 
stimata a partire da una resistenza cilindrica indicata nel 
lavoro di riferimento); 
�  il numero (N) di strati di tessuto utilizzati per confinare il 
provino; 
�  lo spessore (tj) del singolo strato; 
�  il modulo di Young (Ef) del tessuto; 
�  il valore caratteristico della deformazione ultima (ef,k) 
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dell’FRP valutata da test di trazione. 
Nella seconda parte (colonne da 13 a 20) sono, invece, 

presentati i principali risultati sperimentali, ed in particolare: 
�  la resistenza del calcestruzzo confinato (fcc); 
�  il rapporto fcc/fc0, che fornisce una misura immediata del 
beneficio indotto in termini di resistenza dal confinamento; 
�  la deformazione assiale (ecc) misurata in corrispondenza 
della resistenza fcc; 
�  la deformazione assiale ultima (eccu), che non sempre 
coincide con il valore di ecc; 
�  il rapporto ecc/ec0 (avendo posto ec0=2‰), che fornisce una 
misura dell’incremento di duttilità prodotto dal confinamento; 
�  il valore medio della deformazione laterale del sistema 
confinante, valutato in condizioni di collasso (elu); 
�  il valore adimensionalizzato (fl/fc0) della pressione laterale 
di confinamento “nominale” (fl) dato da: 
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�  il valore adimensionale (fl,a/fc0) della pressione di 
confinamento “effettivamente agente” al collasso del sistema 
in FRP (fl,a), calcolato inserendo nella (2) la deformazione 
laterale ultima elu al posto del valore caratteristico ef,k: 
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Per quanto attiene il “coefficiente di efficienza” KH 
introdotto nelle (2) e (3), va ricordato che questo coefficiente 
viene adoperato per tener conto del noto “effetto arco” (si 
veda la Figura 4), ossia del fatto che solo una porzione della 
sezione (il cosiddetto “concrete core”) risulta efficacemente 
confinata. 

In letteratura esistono diverse proposte per la valutazione 
di tale coefficiente; l’espressione data dalla (1), formulata nel 
documento CNR-DT200/2004, corrisponde all’assunzione di 
una diffusione del confinamento secondo archi di parabola con 
tangente iniziale inclinata a 45° (come mostrato in Figura 4). 

In verità nel DT200 il coefficiente di efficienza è dato da: 

a××= KKKK VHeff   (4) 

in cui Ka e Kv portano in conto, rispettivamente, l’inclinazione 
delle fibre rispetto all’asse di compressione e la eventuale 
discontinuità della fasciatura. 

Tuttavia, per tutti i casi riportati nelle Tabelle 1-3 si ha 
sempre Ka=Kv=1 e, quindi, di fatto, il Keff coincide con KH. 

Per ciò che concerne, invece, le caratteristiche meccaniche 
dei tessuti adoperati, va rilevato che queste sono generalmente 
indicate dalle ditte fornitrici e solo talvolta sono state 
determinate sperimentalmente dai vari Autori; in quest’ultimo 
caso i valori forniti vanno trattati alla stregua di valori medi. 
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Figura 4 – Effetto arco 

Con riferimento alle deformazioni assiali e trasversali 
riportate nelle tabelle citate va rilevato, infine, quanto segue: 
a. i valori delle deformazioni verticali e trasversali sono da 

ritenersi medi e sono stati generalmente misurati 
impiegando “strain gauges” di frequente posti a metà 
altezza del provino ed al centro di facce laterali opposte 
(solo talvolta in corrispondenza degli spigoli). Inoltre in 
alcuni casi i valori delle deformazioni verticali sono stati 
dedotti da misure di spostamento rilevate con “LVDTs”; 

b. la deformazione ultima elu del “jacket” risulta generalmente 
ben inferiore rispetto alla ef,k; in [1], per provini cilindrici 
ed in particolare nel caso di sistemi confinanti in GFRP, si 
notò che il rapporto elu/ef,k presentava una notevole 
dispersione attorno ad un valor medio pari a 0.62 per 
sistemi in carbonio e pari a 0.56 per il vetro; 

c. se l’efficacia del confinamento è molto modesta il legame 
costitutivo del calcestruzzo confinato può presentare un 
ramo “softening”: in tal caso si ha � ccu>� cc. Quando ciò 
avviene, nelle Tabelle i valori delle deformazioni assiali 
sono riportati in corsivo e grassetto. 
 

4. LA RESISTENZA A COMPRESSIONE 
In [1] gli Autori hanno esaminato un data base contenente 

i risultati di circa 400 prove di compressione centrata eseguite 
su provini cilindrici di calcestruzzo confinati con sistemi in 
FRP. I dati sperimentali raccolti nel data base menzionato 
sono stati utilizzati per verificare l’affidabilità di alcune 
relazioni proposte in letteratura per la stima dei valori della 
resistenza del calcestruzzo confinato con FRP e della 
corrispondente deformazione. 

Con riferimento alle linee guida del CNR, è stato 
osservato che per valori bassi della pressione di confinamento 
il DT200 tende a sovrastimare la resistenza del calcestruzzo 
confinato, mentre per valori medio-alti diviene conservativo; 
quanto alla deformazione ultima, invece, è stato possibile 
verificare che il DT200 ne fornisce una stima forse 
eccessivamente conservativa. 

Nel lavoro citato gli Autori hanno, inoltre, proposto nuove 
relazioni analitiche per la valutazione della resistenza e della 
deformazione ultima del calcestruzzo confinato con FRP, 
distinte in base al tipo di tessuto adoperato per il confinamento 
(CFRP o GFRP). 

Queste relazioni sono state espresse in funzione sia del 
valore adimensionale della pressione di confinamento 
effettivamente agente (fl,a/fc0) sia del valore adimensionale 
della pressione di confinamento nominale (fl/fc0). Per la stima 
della resistenza, le relazioni ottenute sono del tipo: 
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I valori dei coefficienti (x e x’) e degli esponenti (y e y’), 
che definiscono le relazioni suddette, sono stati valutati 
minimizzando lo scarto quadratico tra i valori analitici e quelli 
sperimentali ed imponendo, quale unica condizione 
“vincolante”, un limite superiore pari ad 1 per gli esponenti. 

I valori ricavati in tal modo sono riportati nella Tabella 4 
al variare del tipo di fibra adoperata nel confinamento. 
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Tabella 1 - Risultati delle prove su provini prismatici confinati mediante avvolgimento di tessuti in CFRP 
 

Fonte h b L L/b Rc KH f co N t j E f e f,k f cc f cc /f c0 ecc eccu ecc / eco e l u f l /f c0 f l,a /f c0

[mm] [mm] [mm] [mm] [N/mm2] [mm] [N/mm2] [N/mm2]

150.0 150.0 250 1.67 10 0.50 1 0.17 240000 0.0150 28.78 1.50 0.0209 0.0209 10.47 - 0.21 -

150.0 150.0 250 1.67 10 0.50 1 0.17 240000 0.0150 30.43 1.59 0.0084 0.0084 4.21 - 0.21 -

150.0 150.0 250 1.67 20 0.64 1 0.17 240000 0.0150 31.91 1.67 0.0179 0.0179 8.96 - 0.27 -

150.0 150.0 250 1.67 20 0.64 1 0.17 240000 0.0150 33.69 1.76 0.0157 0.0157 7.87 - 0.27 -

150.0 150.0 250 1.67 30 0.75 1 0.17 240000 0.0150 37.54 1.96 0.0176 0.0176 8.79 - 0.32 -

150.0 150.0 250 1.67 30 0.75 1 0.17 240000 0.0150 37.49 1.96 0.0165 0.0165 8.24 - 0.32 -

150.0 150.0 250 1.67 10 0.50 2 0.17 240000 0.0150 37.50 1.96 0.0399 0.0399 19.95 - 0.42 -

150.0 150.0 250 1.67 10 0.50 2 0.17 240000 0.0150 38.59 2.02 0.0218 0.0218 10.89 - 0.42 -

150.0 150.0 250 1.67 20 0.64 2 0.17 240000 0.0150 46.44 2.42 0.0379 0.0379 18.94 - 0.54 -

150.0 150.0 250 1.67 20 0.64 2 0.17 240000 0.0150 45.07 2.35 0.0230 0.0230 11.50 - 0.54 -

150.0 150.0 250 1.67 30 0.75 2 0.17 240000 0.0150 54.91 2.87 0.0304 0.0304 15.21 - 0.64 -

150.0 150.0 250 1.67 30 0.75 2 0.17 240000 0.0150 51.60 2.69 0.0225 0.0225 11.26 - 0.64 -

150.0 150.0 250 1.67 10 0.50 1 0.17 240000 0.0150 35.29 1.37 0.0144 0.0144 7.21 - 0.16 -

150.0 150.0 250 1.67 10 0.50 1 0.17 240000 0.0150 37.30 1.44 0.0173 0.0173 8.64 - 0.16 -

150.0 150.0 250 1.67 20 0.64 1 0.17 240000 0.0150 39.63 1.53 0.0173 0.0173 8.65 - 0.20 -

150.0 150.0 250 1.67 20 0.64 1 0.17 240000 0.0150 34.19 1.32 0.0074 0.0092 3.69 - 0.20 -

150.0 150.0 250 1.67 30 0.75 1 0.17 240000 0.0150 44.58 1.73 0.0132 0.0132 6.60 - 0.24 -

150.0 150.0 250 1.67 30 0.75 1 0.17 240000 0.0150 39.24 1.52 0.0137 0.0137 6.84 - 0.24 -

150.0 150.0 250 1.67 10 0.50 2 0.17 240000 0.0150 42.79 1.66 0.0206 0.0206 10.28 - 0.31 -

150.0 150.0 250 1.67 10 0.50 2 0.17 240000 0.0150 39.77 1.54 0.0080 0.0251 4.00 - 0.31 -

150.0 150.0 250 1.67 20 0.64 2 0.17 240000 0.0150 52.58 2.04 0.0219 0.0219 10.95 - 0.40 -

150.0 150.0 250 1.67 20 0.64 2 0.17 240000 0.0150 40.85 1.58 0.0366 0.0366 18.28 - 0.40 -

150.0 150.0 250 1.67 30 0.75 2 0.17 240000 0.0150 62.827 2.43 0.0229 0.0229 11.44 - 0.47 -

150.0 150.0 250 1.67 30 0.75 2 0.17 240000 0.0150 50.423 1.95 0.0185 0.0185 9.25 - 0.47 -

152.0 152.0 500 3.29 5 0.42 3 0.30 82700 0.0153 39.48 1.03 0.0069 0.0069 3.45 0.0023 0.16 0.02

152.0 152.0 500 3.29 25 0.69 3 0.30 82700 0.0153 41.58 1.08 0.0094 0.0094 4.70 0.0056 0.27 0.10

152.0 152.0 500 3.29 25 0.69 3 0.30 82700 0.0153 43.26 1.12 0.0089 0.0089 4.45 0.0063 0.27 0.11

152.0 152.0 500 3.29 38 0.82 3 0.30 82700 0.0153 47.46 1.23 0.0108 0.0108 5.40 0.0071 0.32 0.15

152.0 152.0 500 3.29 38 0.82 3 0.30 82700 0.0153 50.40 1.31 0.0116 0.0116 5.80 - 0.32 -

203.0 152.0 500 3.29 25 0.42 3 0.30 82700 0.0153 42.00 1.09 0.0079 0.0079 3.95 0.0074 0.21 0.10

203.0 152.0 500 3.29 38 0.69 3 0.30 82700 0.0153 43.04 1.12 0.0085 0.0085 4.25 0.0068 0.26 0.11

152.0 152.0 500 3.29 5 0.69 5 0.30 82700 0.0153 43.90 1.09 0.0102 0.0102 5.10 0.0044 0.26 0.07

152.0 152.0 500 3.29 25 0.69 4 0.30 82700 0.0153 50.92 1.27 0.0135 0.0135 6.75 0.0059 0.34 0.13

152.0 152.0 500 3.29 25 0.69 5 0.30 82700 0.0153 47.85 1.19 0.0090 0.0090 4.50 0.0051 0.43 0.14

203.0 152.0 500 3.29 5 0.82 5 0.30 82700 0.02 44.34 1.10 0.00980.0098 4.90 0.0043 0.2 0.1

203.0 152.0 500 3.29 25 0.82 4 0.30 82700 0.02 44.34 1.10 0.0093 0.0093 4.65 0.0053 0.3 0.1

152.0 152.0 500 3.29 25 0.63 4 0.30 82700 0.0153 52.27 1.59 0.0204 0.0204 10.20 0.0070 0.42 0.19

152.0 152.0 500 3.29 25 0.75 5 0.30 82700 0.0153 57.64 1.76 0.0212 0.0212 10.60 0.0065 0.53 0.22

152.0 152.0 500 3.29 38 0.38 4 0.30 82700 0.0153 59.43 1.81 0.0192 0.0192 9.60 0.0089 0.50 0.29

152.0 152.0 500 3.29 38 0.63 5 0.30 82700 0.0153 68.74 2.10 0.0239 0.0239 11.95 0.0086 0.63 0.35

152.0 152.0 610 4.01 38 0.82 1 - 38100 
* 0.015 41.40 1.57 0.0133 0.0154 6.65 0.0087 0.24 0.14

152.0 152.0 610 4.01 38 0.82 2 - 38100 
* 0.015 55.10 2.09 0.0170 0.0194 8.50 0.0092 0.48 0.29

152.0 152.0 610 4.01 39 0.83 1 - 38100 
* 0.024 31.30 1.19 0.0030 0.0081 1.50 0.0053 0.19 0.04

152.0 152.0 610 4.01 40 0.84 2 - 38100 
* 0.024 31.70 1.20 0.0094 0.0117 4.70 0.0093 0.38 0.15

150.0 150.0 300 2.00 10 0.50 1 0.17 235000 0.0151 27.40 1.16 - - - - 0.16 -

150.0 150.0 300 2.00 10 0.50 2 0.17 235000 0.0151 36.50 1.54 - - - - 0.33 -

150.0 150.0 300 2.00 10 0.50 1 0.17 235000 0.0151 40.39 1.37 0.0030 0.0088 1.50 0.0060 0.13 0.05

150.0 150.0 300 2.00 10 0.50 2 0.17 235000 0.0151 43.69 1.48 0.0050 0.0123 2.50 0.0069 0.26 0.12

133.4 133.4 305 2.29 25.4 0.74 1 0.12 2310000.014 26.20 1.22 0.0035 0.0035 1.75 0.0040 0.12 0.04

133.4 133.4 305 2.29 25.4 0.74 2 0.12 2310000.014 30.75 1.43 0.0042 0.0042 2.10 0.0050 0.25 0.09

133.4 133.4 305 2.29 25.4 0.74 3 0.12 2310000.014 36.40 1.70 0.0055 0.0055 2.75 0.0052 0.37 0.14

133.4 133.4 305 2.29 25.4 0.74 4 0.12 2310000.014 42.20 1.97 0.0065 0.0065 3.25 0.0053 0.49 0.18

165.1 108.0 305 2.83 25.4 0.68 1 0.12 2310000.014 29.17 1.16 0.0038 0.0038 1.90 0.0028 0.12 0.02

165.1 108.0 305 2.83 25.4 0.68 2 0.12 2310000.014 34.34 1.37 0.0050 0.0050 2.50 0.0050 0.23 0.08

165.1 108.0 305 2.83 25.4 0.68 3 0.12 2310000.014 41.23 1.64 0.0060 0.0060 3.00 0.0060 0.35 0.15

165.1 108.0 305 2.83 25.4 0.68 4 0.12 2310000.014 47.64 1.90 0.0060 0.0060 3.00 0.0050 0.47 0.17

190.5 95.3 305 3.20 25.4 0.59 1 0.12 2310000.014 28.34 1.27 0.0036 0.0036 1.80 0.0020 0.10 0.01

190.5 95.3 305 3.20 25.4 0.59 2 0.12 2310000.014 32.89 1.47 0.0040 0.0040 2.00 0.0030 0.21 0.04

190.5 95.3 305 3.20 25.4 0.59 3 0.12 2310000.014 37.92 1.70 0.0065 0.0065 3.25 0.0060 0.31 0.13

190.5 95.3 305 3.20 25.4 0.59 4 0.12 2310000.014 42.20 1.89 0.0060 0.0060 3.00 0.0050 0.42 0.15

133.4 133.4 305 2.29 25.4 0.74 1 0.12 2310000.014 58.95 1.08 0.0028 0.0028 1.40 0.0008 0.12 0.01

133.4 133.4 305 2.29 25.4 0.74 2 0.12 2310000.014 59.85 1.09 0.0032 0.0032 1.60 0.0011 0.25 0.02

133.4 133.4 305 2.29 25.4 0.74 3 0.12 2310000.014 64.54 1.18 0.0038 0.0038 1.90 0.0015 0.37 0.04

133.4 133.4 305 2.29 25.4 0.74 4 0.12 2310000.014 68.95 1.26 0.0040 0.0040 2.00 0.0020 0.49 0.07

165.1 108.0 305 2.83 25.4 0.68 1 0.12 2310000.014 59.23 1.07 0.0028 0.0028 1.40 0.0010 0.12 0.01

165.1 108.0 305 2.83 25.4 0.68 2 0.12 2310000.014 66.19 1.20 0.0032 0.0032 1.60 0.0012 0.23 0.02

165.1 108.0 305 2.83 25.4 0.68 3 0.12 2310000.014 69.02 1.25 0.0038 0.0038 1.90 0.0015 0.35 0.04

165.1 108.0 305 2.83 25.4 0.68 4 0.12 2310000.014 73.43 1.33 0.0038 0.0038 1.90 0.0018 0.47 0.06

190.5 95.3 305 3.20 25.4 0.59 1 0.12 2310000.014 53.16 1.11 0.0028 0.0028 1.40 0.0007 0.10 0.01

190.5 95.3 305 3.20 25.4 0.59 2 0.12 2310000.014 57.36 1.19 0.0030 0.0030 1.50 0.0008 0.21 0.01

190.5 95.3 305 3.20 25.4 0.59 3 0.12 2310000.014 59.43 1.24 0.0031 0.0031 1.55 0.0010 0.31 0.02

190.5 95.3 305 3.20 25.4 0.59 4 0.12 2310000.014 60.40 1.26 0.0031 0.0031 1.55 0.0015 0.42 0.04

Faella et al. (2004a, b)

32.78

38.46

19.15

40.20

23.70

29.50

Rochette & Labossière (2000)

26.40Pessiki et al. (2001)

Shehata et al. (2002)

25.83

Chaallal et al. (2003)

21.44

25.10

22.34

54.68

55.37

48.06

 
* Il modulo elastico Ef è fornito in N/(mm·strato) 
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Fonte h b L L/b Rc KH f co N t j E f e f,k f cc f cc /f c0 ecc eccu ecc / eco e l u f l /f c0 f l,a /f c0

[mm] [mm] [mm] [mm] [N/mm2] [mm] [N/mm2] [N/mm2]

150.0 150.0 600 4.00 15 0.57 1 0.17 257000 0.0176 35.00 1.24 0.0045 0.0074 2.26 0.0103 0.20 0.12

150.0 150.0 600 4.00 25 0.70 1 0.17 257000 0.0176 39.40 1.41 0.0093 0.0093 4.64 0.0105 0.25 0.15

150.0 150.0 600 4.00 15 0.57 2 0.17 257000 0.0176 50.40 1.79 0.0087 0.0087 4.35 0.0097 0.40 0.22

150.0 150.0 600 4.00 25 0.70 2 0.17 257000 0.0176 61.90 2.20 0.0085 0.0085 4.23 0.0108 0.49 0.30

150.0 150.0 600 4.00 15 0.57 3 0.17 257000 0.0176 61.60 3.07 0.0180 0.0180 9.01 0.0087 0.85 0.42

150.0 150.0 600 4.00 25 0.70 3 0.17 257000 0.0176 66.00 3.29 0.0152 0.0152 7.62 0.0116 1.04 0.69

150.0 150.0 600 4.00 15 0.57 4 0.17 2570000.0176 63.70 3.17 - - - 0.0091 1.13 0.59

150.0 150.0 600 4.00 25 0.70 4 0.17 2570000.0176 80.80 4.02 - - - 0.0108 1.38 0.85

150.0 150.0 600 4.00 15 0.57 5 0.17 2570000.0176 82.90 2.39 - - - 0.0132 0.82 0.61

150.0 150.0 600 4.00 25 0.70 5 0.17 2570000.0176 95.20 2.74 - - - 0.0115 1.00 0.65

225.0 150.0 600 4.00 15 0.48 4 0.17 2570000.0176 49.20 1.46 0.0033 0.0123 1.63 0.0107 0.46 0.28

225.0 150.0 600 4.00 25 0.59 4 0.17 2570000.0176 51.90 1.64 0.0032 0.0123 1.61 0.0074 0.57 0.24

150.0 150.0 300 2.00 5 0.42 2 0.12 240000 0.0158 36.08 1.06 0.0032 0.0032 1.62 - 0.15 -

150.0 150.0 300 2.00 5 0.42 2 0.19 640000 0.0041 39.90 1.18 0.0028 0.0028 1.40 - 0.17 -

150.0 150.0 300 2.00 25 0.70 2 0.12 240000 0.0158 41.39 1.13 0.0032 0.0032 1.61 - 0.23 -

150.0 150.0 300 2.00 25 0.70 2 0.19 640000 0.0041 46.40 1.27 0.0034 0.0034 1.68 - 0.26 -

100.0 100.0 200 2.00 10 0.57 2 0.13 230000 0.0152 42.80 1.33 0.0062 0.0062 3.10 0.0084 0.32 0.18

100.0 100.0 200 2.00 10 0.57 2 0.13 230000 0.0152 44.40 1.37 0.0062 0.0062 3.10 0.0084 0.32 0.18

200.0 105.0 200 1.90 10 0.37 1 0.13 230000 0.0152 32.60 1.16 0.0025 0.0028 1.25 0.0062 0.09 0.04

200.0 105.0 200 1.90 10 0.37 2 0.13 230000 0.0152 35.30 1.26 0.0025 0.0059 1.25 0.0100 0.17 0.11

108.0 108.0 305 2.82 8.26 0.52 1 0.18 188900 0.0160 34.72 1.54 0.0132 0.0132 6.60 - 0.23 -

108.0 108.0 305 2.82 8.26 0.52 2 0.18 188900 0.0160 45.23 2.00 0.0203 0.0203 10.15 - 0.46 -

Ignatowski & Kaminska (2003)

32.30

28.10

20.00

28.07

34.60

33.90

36.56

22.57Parvin & Wang (2001)

Suter & Pinzelli (2001)

Lam & Teng (2003)

 
 
Tabella 2 - Risultati delle prove su provini prismatici confinati mediante avvolgimento di tessuti in GFRP 

 
Fonte h b L L/b Rc KH f co N t j E f e f,k f cc f cc /f c0 ecc eccu ecc / eco e l u f l /f c0 f l,a /f c0

[mm] [mm] [mm] [mm] [N/mm2] [mm] [N/mm2] [N/mm2]

150.0 150.0 250 1.67 10 0.50 1 0.48 80700 0.0317 31.82 1.35 - - - 0.0049 0.35 0.05

150.0 150.0 250 1.67 10 0.50 1 0.48 80700 0.0317 34.79 1.48 - - - 0.0062 0.35 0.07

150.0 150.0 250 1.67 10 0.50 1 0.48 80700 0.0317 32.11 1.36 0.0055 0.0055 2.76 0.0122 0.35 0.13

150.0 150.0 250 1.67 10 0.50 1 0.48 80700 0.0317 32.47 1.38 0.0062 0.0062 3.08 0.0087 0.35 0.10

150.0 150.0 250 1.67 10 0.50 1 0.48 80700 0.0317 34.98 1.49 0.0042 0.0042 2.10 0.0056 0.35 0.06

150.0 150.0 250 1.67 20 0.64 1 0.48 80700 0.0317 41.54 1.76 0.0102 0.0102 5.10 0.0109 0.44 0.15

150.0 150.0 250 1.67 20 0.64 1 0.48 80700 0.0317 44.27 1.88 0.0076 0.0076 3.78 0.0098 0.44 0.14

150.0 150.0 250 1.67 20 0.64 1 0.48 80700 0.0317 34.05 1.45 0.0086 0.0086 4.29 0.0086 0.44 0.12

150.0 150.0 250 1.67 30 0.75 1 0.48 80700 0.0317 41.88 1.78 0.0094 0.0094 4.70 - 0.52 -

150.0 150.0 250 1.67 30 0.75 1 0.48 80700 0.0317 36.10 1.53 0.0071 0.0071 3.53 0.0110 0.52 0.18

150.0 150.0 250 1.67 30 0.75 1 0.48 80700 0.0317 36.98 1.57 - - - 0.0070 0.52 0.12

150.0 150.0 250 1.67 30 0.75 1 0.48 80700 0.0317 38.90 1.65 - - - 0.0091 0.52 0.15

150.0 150.0 250 1.67 10 0.50 2 0.48 80700 0.0317 42.51 1.81 0.0046 0.0046 2.32 0.0106 0.69 0.23

150.0 150.0 250 1.67 10 0.50 2 0.48 80700 0.0317 49.26 2.09 0.0070 0.0070 3.50 0.0112 0.69 0.24

150.0 150.0 250 1.67 20 0.64 2 0.48 80700 0.0317 51.24 2.18 0.0076 0.0076 3.81 0.0100 0.88 0.28

150.0 150.0 250 1.67 20 0.64 2 0.48 80700 0.0317 52.87 2.25 0.0099 0.0099 4.93 0.0104 0.88 0.29

150.0 150.0 250 1.67 30 0.75 2 0.48 80700 0.0317 58.70 2.49 0.0081 0.0081 4.07 0.0138 1.05 0.45

150.0 150.0 250 1.67 30 0.75 2 0.48 80700 0.0317 55.55 2.36 0.0120 0.0120 6.01 0.0134 1.05 0.44

152.5 152.5 305 2.00 6.35 0.44 - 1.45 37233 0.0141 47.78 1.18 0.0080 0.0080 4.00 0.0040 0.11 0.03

152.5 152.5 305 2.00 6.35 0.44 - 1.45 37233 0.0141 40.20 0.99 0.0100 0.0100 5.00 0.0050 0.11 0.04

152.5 152.5 305 2.00 6.35 0.44 - 1.45 37233 0.0141 42.82 1.05 0.0080 0.0080 4.00 0.0040 0.11 0.03

152.5 152.5 305 2.00 6.35 0.44 - 2.21 40336 0.0144 45.23 1.11 0.0150 0.0150 7.50 0.0080 0.18 0.10

152.5 152.5 305 2.00 6.35 0.44 - 2.21 40336 0.0144 46.47 1.14 0.0170 0.0170 8.50 0.0090 0.18 0.11

152.5 152.5 305 2.00 6.35 0.44 - 2.21 40336 0.0144 43.30 1.07 0.0170 0.0170 8.50 0.0090 0.18 0.11

152.5 152.5 305 2.00 6.35 0.44 - 2.97 40749 0.0157 41.92 1.03 0.0110 0.0110 5.50 0.0060 0.27 0.10

152.5 152.5 305 2.00 6.35 0.44 - 2.97 40749 0.0157 45.16 1.11 0.0090 0.0090 4.50 0.0050 0.27 0.09

152.5 152.5 305 2.00 6.35 0.44 - 2.97 40749 0.0157 47.92 1.18 0.0110 0.0110 5.50 0.0060 0.27 0.10

150.0 150.0 300 2.00 5 0.42 2 0.31 73000 0.0329 37.10 1.09 0.0039 0.0039 1.96 - 0.24 -

150.0 150.0 300 2.00 5 0.42 4 0.31 73000 0.0329 37.90 1.12 0.0048 0.0048 2.41 - 0.49 -

150.0 150.0 300 2.00 25 0.70 2 0.31 73000 0.0329 39.75 1.09 0.0031 0.0031 1.57 - 0.38 -

150.0 150.0 300 2.00 25 0.70 4 0.31 73000 0.0329 42.12 1.15 0.0056 0.0056 2.78 - 0.75 -

33.90

36.56

23.55

Suter & Pinzelli (2001)

Mirmiran et al.(1998)** 40.60

Faella et al.

 
** Il confinamento è ottenuto mediante tubi in GFRP 

 
Tabella 4 – Valori dei coefficienti da inserire nelle (5) e (6). 
 

Tipo di fibra x y x’ y’ 
CFRP 4 0.95 2.3 0.80 
GFRP 4 1 1.6 0.50 

 
Nel seguito le valutazioni intraprese in [1] sono estese 

anche ai dati raccolti nelle Tabelle 1-3, relativi a prove effet-
tuate su prismi; tuttavia, per motivi di spazio, ci si limiterà alla 
sola stima della resistenza del calcestruzzo confinato. 

Nei diagrammi riportati in Figura 5 sono mostrati i valori 

del rapporto fcc/fco relativi a tutti i test disponibili, eseguiti – 
cioè - sia su elementi cilindrici che su provini di forma 
prismatica, e confinati sia con fibre di vetro che con carbonio. 

Tali dati sono rappresentati in funzione del rapporto fl,a/fc0 
(Figura 5a) ovvero del rapporto fl/fc0 (Figura 5b). 

In questo secondo caso è ben visibile una maggiore 
dispersione dei dati sperimentali; ciò è dovuto alla valutazione 
della pressione di confinamento nominale che risulta 
proporzionale al valore caratteristico della deformazione di 
rottura a trazione delle fibre. 
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Tabella 3 - Risultati delle prove su provini prismatici confinati mediante avvolgimento di tessuti in AFRP 
 

Fonte h b L L/b Rc KH f co N t j E f e f,k f cc f cc /f c0 ecc eccu ecc / eco e l u f l /f c0 f l,a /f c0

[mm] [mm] [mm] [mm] [N/mm2] [mm] [N/mm2] [N/mm2]

152.0 152.0 500 3.29 5 0.42 3 0.42 13600 0.0169 50.74 1.29 0.0106 0.0106 5.30 0.0079 0.04 0.02

152.0 152.0 500 3.29 5 0.42 6 0.42 13600 0.0169 51.60 1.31 0.0149 0.0149 7.45 0.0130 0.08 0.06

152.0 152.0 500 3.29 5 0.42 9 0.42 13600 0.0169 53.75 1.37 0.0208 0.0208 10.40 0.0148 0.12 0.11

152.0 152.0 500 3.29 5 0.42 12 0.42 13600 0.0169 54.18 1.38 0.0124 0.0124 6.20 0.0090 0.16 0.09

152.0 152.0 500 3.29 25 0.69 3 0.42 13600 0.0169 51.17 1.30 0.0079 0.0079 3.95 0.0112 0.07 0.04

152.0 152.0 500 3.29 25 0.69 6 0.42 13600 0.0169 51.17 1.30 0.0097 0.0097 4.85 0.0127 0.13 0.10

152.0 152.0 500 3.29 25 0.69 9 0.42 13600 0.0169 53.32 1.35 0.0110 0.0110 5.50 0.0094 0.20 0.11

152.0 152.0 500 3.29 25 0.69 12 0.42 13600 0.0169 55.04 1.40 0.0126 0.0126 6.30 0.0104 0.27 0.17

152.0 152.0 500 3.29 38 0.82 6 0.42 13600 0.0169 50.65 1.29 0.0096 0.0096 4.80 0.0105 0.16 0.10

152.0 152.0 500 3.29 38 0.82 9 0.42 13600 0.0169 52.89 1.34 0.0118 0.0118 5.90 0.0097 0.24 0.14

150.0 150.0 300 2.00 5 0.42 1 0.29 125000 0.0168 32.43 0.96 0.0025 0.0025 1.24 - 0.10 -

150.0 150.0 300 2.00 5 0.42 2 0.29 125000 0.0168 37.32 1.10 0.0039 0.0039 1.96 - 0.20 -

150.0 150.0 300 2.00 5 0.42 3 0.29 125000 0.0168 36.88 1.09 0.0098 0.0098 4.91 - 0.30 -

150.0 150.0 300 2.00 5 0.42 4 0.29 125000 0.0168 38.39 1.13 0.0118 0.0118 5.92 - 0.40 -

150.0 150.0 300 2.00 25 0.70 1 0.29 125000 0.0168 39.34 1.08 0.0045 0.0045 2.24 - 0.15 -

150.0 150.0 300 2.00 25 0.70 2 0.29 125000 0.0168 43.67 1.19 0.0066 0.0066 3.29 - 0.31 -

150.0 150.0 300 2.00 25 0.70 3 0.29 125000 0.0168 56.78 1.55 0.0089 0.0089 4.46 - 0.46 -

150.0 150.0 300 2.00 25 0.70 4 0.29 125000 0.0168 64.79 1.77 0.0159 0.0159 7.94 - 0.62 -

36.56

39.37Rochette & Labossière (2000)

Suter & Pinzelli (2001)

33.90

 
 

Come si osserva in Figura, in entrambi i grafici sono 
inoltre rappresentate, rispettivamente per provini cilindrici 
(tratto nero continuo) e provini prismatici (linea tratteggiata), 
le curve ottenute minimizzando lo scarto quadratico con i dati 
sperimentali; in questa prima elaborazione le curve suddette 
sono indipendenti dal tipo di fibra adoperata per il 
confinamento (sistemi in CFRP o GFRP). 

Cominciando dalla Figura 5a (dove i dati sono 
rappresentati in funzione del rapporto fl,a/fc0) si nota che la 
relazione che meglio approssima tutti i dati relativi agli 
elementi di forma cilindrica è fornita dalla retta di equazione: 

0c

a,l

0c

cc

f

f
41

f

f
×+=   (7) 

Il risultato cui si è pervenuti d’altronde era facilmente 
prevedibile osservando i valori ottenuti in [1] per i coefficienti 
x ed y, e riportati in Tabella 4. 

Assumendo un’espressione lineare anche per gli elementi 
prismatici (come suggerito già a prima vista dall’andamento 
dei dati sperimentali) è stata ottenuta la relazione di “best fit” 
espressa dalla: 

0c

a,l

0c

cc

f

f
3.31

f

f
×+=   (8) 

La relazione ottenuta coincide perfettamente con il 
modello analitico proposto da Lam e Teng [5]. 

Per la precisione, va sottolineato che Lam e Teng 
suggerirono una relazione diversa dalla (1) per la stima del 
coefficiente di forma KH; tuttavia, nel caso di provini a 
sezione quadrata, ossia per la maggior parte dei dati qui 
considerati, il coefficiente di forma ricavato con la (1) 
coincide con quello ottenuto da Lam e Teng. 

In Figura 5a i dati sperimentali sono stati confrontati, 
infine, anche con le curve ottenute applicando le relazioni 
contenute nelle linee guida proposte dal CNR [2] e dal 
Comitato 440 dell’ACI [6]. 

Tali relazioni sono rispettivamente fornite da: 
3/2
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Le curve ottenute con la (9) e la (10) sono state 
volutamente inserite solo nella Figura 5a poiché sia le linee 
guida italiane che quelle americane stimano la pressione 
efficace di confinamento in funzione di una deformazione 
laterale del sistema in FRP opportunamente ridotta rispetto 
alla ef,k. 

Dal confronto tra i dati sperimentali e le curve proposte 
dai documenti pre-normativi si osserva quanto segue: 
�  per valori medio-bassi della pressione di confinamento 
(compresi tra 0 e 0.4fc0) le curve analitiche sovrastimano le 
resistenze sperimentalmente ottenute (si veda l’ingrandimento 
alla destra del diagramma); 
�  al contrario quando fl,a/fc0>0.40 la (9) e, ancor più, la (10) 
forniscono una stima conservativa della resistenza. 

Passando alla Figura 5b (dati rappresentati in funzione del 
rapporto fl/fc0) si osserva, già a prima vista, una notevole 
differenza tra l’andamento dei dati riferiti ad elementi di forma 
cilindrica ed il trend dei dati concernenti i prismi. 

Nel primo caso, infatti, la dispersione dei dati sperimentali 
appare più evidente. 

Le curve di regressione dei dati sperimentali sono fornite 
dalla seguenti equazioni: 
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×+=  (per i prismi) (11) 

63.0
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Una rappresentazione analoga alle precedenti è mostrata 
nelle Figure 6 e 7, dove, tuttavia, i dati sperimentali sono 
suddivisi in funzione del tipo di fibre adoperate per il 
confinamento: rispettivamente sistemi in carbonio in Figura 6 
e sistemi in vetro in Figura 7. 

In ciascun grafico, i valori sperimentali sono confrontati 
con le curve di regressione; queste ultime – come già chiarito 
in precedenza – sono state ottenute stimando opportunamente i 
valori dei coefficienti introdotti nelle (5) e (6). 

Nel caso di provini cilindrici, le curve analitiche (a tratto 
continuo) sono quelle determinate in [1] (vedi Tabella 4), 
mentre, per i provini di forma prismatica sono state ottenute 
curve di regressione ad andamento lineare (curve tratteggiate) 
le cui equazioni sono riportate direttamente nei grafici. 
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Figura 5 - Rapporti fcc/fc0 vs fl,a/fc0 (o fl/fc0) per provini cilindrici e prismatici . 
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Figura 6 - Sistemi in CFRP: rapporti fcc/fc0 vs fl,a/fc0 (o vs fl/fc0). 
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Figura 7 - Sistemi in GFRP: rapporti fcc/fc0 vs fl,a/fc0 (o vs fl/fc0). 
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Osservando i grafici riportati nelle Figure 6a e 7a, non si 
nota una significativa differenza tra gli andamenti delle curve 
analitiche ottenute rispettivamente nel caso di cilindri e di 
elementi prismatici; ciò significa che l’equazione (1) fornisce 
una valutazione abbastanza affidabile del coefficiente di forma 
KH, da cui, come ricordato, dipende la stima della riduzione di 
efficienza del confinamento (“effetto arco”). 

Osservando, infine, i diagrammi 6b e 7b si ha conferma 
che quando le resistenze sono rappresentate in funzione del 
valore nominale della pressione di confinamento i dati 
sperimentali presentano una maggiore dispersione; l’entità 
della dispersione è poi maggiore nel caso di elementi 
cilindrici. 

 
5. CONCLUSIONI 

In questo lavoro sono stati esaminati i risultati di 
numerose prove di compressione assiale condotte da vari 
autori su provini di calcestruzzo di forma prismatica confinati 
con sistemi in FRP. I dati sono stati organizzati in un ampio 
data base comprensivo anche di alcuni test eseguiti presso 
l’Università di Salerno. 

Successivamente i risultati sperimentali raccolti sono stati 
confrontati con ulteriori dati riferiti a prove di compressione 
condotte su campioni cilindrici, presentati dagli Autori in un 
precedente lavoro. Tutti i test disponibili sono stati impiegati 
in alcune valutazioni sulla resistenza del calcestruzzo 
confinato con sistemi in FRP. 

A tal fine, i valori della resistenza del calcestruzzo 
confinato, relativi ai test su prismi e su cilindri, sono stati 
rappresentati in funzione dei valori adimensionali della 
pressione di confinamento “nominale” e della pressione di 
confinamento “effettivamente agente”: la pressione nominale 
è proporzionale al valore caratteristico della deformazione di 
rottura per trazione delle fibre, valore fornito generalmente 
nella scheda tecnica di prodotto; la pressione agente è stata, 
invece, valutata in funzione del valore medio della 
deformazione laterale del sistema in FRP, misurata in 
condizioni di incipiente collasso. 

E’ stato osservato che, specie per gli elementi cilindrici, 
quando le resistenze sono rappresentate in funzione della 
pressione nominale, i dati sperimentali presentano una 
maggiore dispersione; ciò conferma che la deformazione 
ultima a trazione delle fibre risulta sensibilmente diversa dalla 
deformazione laterale ultima esplicata dal sistema in FRP 
durante la prova. 

I dati sperimentali sono stati adoperati anche per la 
validazione di formulazioni proposte in recenti documenti pre-
normativi nazionali ed internazionali per la stima della 
resistenza a compressione del calcestruzzo confinato con FRP: 
si tratta in particolare delle linee guida edite dal CNR 
(documento DT200) e dal Comitato 440 dell’American 
Concrete Institute. 

Il confronto tra i dati sperimentali e le relazioni analitiche 
ha mostrato che entrambi i documenti sovrastimano la 
resistenza del calcestruzzo confinato per valori medio-bassi 
della pressione efficace di confinamento (fl<40% fc0), mentre 
la sottostimano, anche sensibilmente, per valori più elevati. 

Infine, sia per i provini cilindrici che per i campioni di 
forma prismatica, sono state ricavate le relazioni analitiche di 
interpolazione dei dati sperimentali, attraverso una procedura 
di minimizzazione dello scarto quadratico medio. 

I risultati ottenuti hanno mostrato che: per elementi 

prismatici le curve di regressione sono espresse da equazioni 
lineari; le leggi analitiche ricavate per i prismi ed i cilindri 
sono molto simili e, pertanto, la stima del coefficiente di 
forma fornita dal CNR-DT200/2004 è affidabile, consentendo 
una valutazione realistica della riduzione di efficienza del 
confinamento prodotta dall’effetto arco. 
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SOMMARIO 
Questo studio ha come scopo la realizzazione di un modello ad elementi finiti monodimensionali in grado di cogliere il 
comportamento non lineare taglio-flessione di elementi strutturali in c.a.. Nella memoria viene illustrata la formulazione teorica 
dell’elemento finito, la teoria utilizzata per modellare il legame costitutivo e lo schema dell’algoritmo, tradotto in codice di calcolo, 
che è stato realizzato per implementare il modello teorico. Viene quindi riportato un confronto teorico-sperimentale per calibrare e 
validare il modello e uno studio sull’incidenza del comportamento non lineare per taglio.  
 
SUMMARY 
This study has the purpose to develop an analytical model characterized by a monodimensional finite element which is able to 
reproduce the nonlinear flexural-shear behaviour of RC structures. The paper shows the finite element analytical formulation, the 
theory used for modelling the constitutive relationship and the scheme of the algorithm, transformed in a computer program, which 
was developed for implementing the theoretical model. Finally it illustrates a comparison with available experimental results for the 
calibration and validation of the model and a study on the influence of the non-linear shear response.  
 
 
1. INTRODUZIONE 

Lo studio del comportamento non lineare di elementi tozzi 
in c.a. è stato affrontato in letteratura secondo diversi 
approcci, caratterizzati da modellazioni basate in genere su 
elementi finiti bidimensionali e in certi casi su elementi 
monodimensionali. L’obiettivo fondamentale della presente 
ricerca è quello di realizzare un elemento finito 
monodimensionale del tipo a fibre capace di includere il 
comportamento non lineare per taglio in campo non lineare.  
Nella categoria dei modelli a fibre sono stati sviluppati fino ad 
oggi pochi modelli in grado di cogliere l’effettiva risposta di 
strutture con elevata deformabilità tagliante, specialmente nel 
caso di carico variabile in modo ciclico o di tipo dinamico [1]. 
Un aspetto di particolare rilevanza è che la maggior parte dei 
modelli proposti considerano un disaccoppiamento tra la 
risposta per taglio e quella per flessione. Un esempio di questi 
sono i modelli del tipo “strut and tie”,  in cui all’elemento 
finito non lineare per flessione è associato un traliccio che 
simula il meccanismo resistente a taglio. D’altra parte i 
modelli che hanno superato questo limite, utilizzando legami 
di tipo biassiale con fessurazione diffusa ad angolo fisso o 
variabile, sono stati implementati nella maggior parte dei casi 
in elementi finiti bidimensionali, difficilmente applicabili per 
studiare la risposta di strutture intelaiate complesse, 
soprattutto in presenza di azioni variabili in modo ciclico. La 

loro applicazione rimane limitata piuttosto a singoli elementi 
strutturali, ad esempio travi semplicemente appoggiate [1]. 

Per raggiungere lo scopo prefissato è stato sviluppato un 
elemento a fibre nel quale si è introdotto come legame 
costitutivo quello proposto nell’ambito della “Modified 
Compression Field Theory” (MCFT) [2, 3], che considera 
l’elemento bidimensionale in cemento armato come un 
materiale ortotropo nelle direzioni principali di tensione e 
deformazione, sollecitato da azioni taglianti e di membrana. 

Proprio l’accostamento dell’elemento a fibre (per 
modellare la struttura) con l’elemento bidimensionale (per 
modellare il legame delle fibre) permette di cogliere la risposta 
non lineare per flessione e taglio, e soprattutto il loro 
accoppiamento in campo non lineare [4, 5]. 

Il modello è stato implementato e tradotto in un codice di 
calcolo agli elementi finiti in grado di modellare strutture 
generiche. Tale codice di calcolo è stato quindi applicato per 
verificarne il funzionamento ed il campo di validità. 
 
2. FORMULAZIONE DELL’ELEMENTO FINITO 

L’elemento finito schematicamente illustrato nella Figura 
1 è un modello a fibre basato sulla flessibilità [6, 7], sul quale 
è implementato un legame di tipo biassiale con fessurazione 
diffusa per cogliere l’accoppiamento tra le sollecitazioni e 
descrivere in maniera unitaria e coerente il comportamento 
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strutturale. Le grandezze fondamentali che governano la 
risposta dell’elemento finito sono le seguenti: 
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Il vettore Q rappresenta le forze nodali, q i movimenti 
nodali, mentre D(x) sono le caratteristiche di sollecitazione e 
d(x) le correlative componenti di deformazione. La generica 
sezione, individuata dall’ascissa locale x, è caratterizzata da 
una deformazione definita in termini di curvatura c, di 
dilatazione baricentrica e e di scorrimento g. 

 
Nel seguito si indicano con �  gli incrementi delle quantità 

prese in esame. I campi delle deformazioni e delle forze su cui 
si fonda l’elemento finito possono esprimersi come segue: 

( ) ( )

( ) ( )

i i

i i

x x

x x

D = × D

D = × D

d a q

D b Q
 (2)                                

dove a(x) e b(x) sono rispettivamente le matrici 
d’interpolazione delle deformazioni e delle forze e gli apici 
stanno ad indicare una generica iterazione di calcolo. L’uso 
degli apici nella formulazione è resa necessaria dal fatto che le 
funzioni d’interpolazione sono state assunte dipendenti dalla 
flessibilità e quindi variabili ad ogni iterazione. 

Nella formulazione generale dell’elemento finito le 
funzioni a(x) e b(x)  sono completamente indipendenti tra di 
loro. E’ possibile però dimostrare come una particolare scelta 
della funzione di forma a(x) porti ad una notevole 
semplificazione. In particolare si può scegliere una funzione 
dipendente dalla flessibilità della sezione f  i -1: 

11 1( ) ( )i ix x
-- -� 	= × ×
 �a f b F  (3) 

Una funzione d’interpolazione così assegnata mette in 
relazione le caratteristiche di deformazione della sezione con 
le corrispondenti componenti di deformazione dell’elemento. 
Dalla (2) si ottiene infatti: 

11 1( ) ( )i i i ix x
-- -� 	D = × × × D
 �d f b F q  (4) 

Con questa scelta particolare di a(x) l’equazione di 
equilibrio dell’elemento si riduce alla seguente: 

1 1i i i i- -� 	 × D = -
 �F q P Q  (5) 

in cui P sono le forze nodali esterne. L’equazione (5) esprime 
la relazione linearizzata tra i carichi applicati P---- Q i -1 ed i 
corrispondenti incrementi dei movimenti nodali � qi 
dell’elemento. 

 
3. FORMULAZIONE DEL LEGAME COSTITUTIVO 

Il legame utilizzato è di tipo biassiale, le relazioni sono 
tratte dalla teoria “Modified Compression Field Theory” 
(MCFT) [2] e dai suoi successivi sviluppi, come il “Disturbed 
Stress Field Model” (DSFM) [8, 9]. Le teorie citate sono state 
sviluppate per modellare lo stato tensionale e deformativo di 
elementi in c.a. soggetti a stati piani di tensione. Nel modello 
il calcestruzzo fessurato è considerato come un materiale 
ortotropo in cui equilibrio, compatibilità e legame costitutivo 
sono formulati in termini di tensioni e deformazioni medie; a 
parte sono poi introdotte considerazioni sullo stato locale della 
fessura nella quale sono poste delle limitazioni per quel che 
riguarda il livello tensionale. Tale modello rientra nella 
categoria di quelli a fessurazione diffusa (“smeared”) con 
angolo di fessura variabile.  

Nell’originaria teoria MCFT, per quanto fosse previsto un 
controllo sulla fessura, la relazione tra la tensione nel 
calcestruzzo teso e le tensioni locali non erano dirette. Lo 
scorrimento dovuto alle tensioni tangenziali sulla frattura 
(“shear slip”) era trascurato e quindi non incluso nella 
deformazione complessiva dell’elemento. 

Proprio in questa direzione viene in aiuto la teoria DSFM 
che, basata sul modello MCFT, tenta di fornire una migliore 
rappresentazione del comportamento del calcestruzzo 
valutando esplicitamente lo scorrimento sulle fessure 
attraverso lo studio di due meccanismi principali. 

I progressi fatti nella formulazione DSFM includono un 
nuovo approccio per l’orientazione del campo di tensione e di 
deformazione del calcestruzzo rimuovendo l’ipotesi che essi 
siano coincidenti. Nel seguito si riportano le equazioni di 
equilibrio, di compatibilità e di legame costitutivo su cui si 
basa il modello DSFM. 
·  Equazioni di equilibrio. 

Si consideri l’elemento mostrato in Figura 2 soggetto alle 
tensioni uniformi �  =[� x � y � xy], l’elemento è armato lungo due 
direzioni orientate arbitrariamente rispetto agli assi di 
riferimento e le armature sono assunte “spalmate”. 

 
Si analizzerà l’equilibrio in termini di tensioni medie. Le 

tensioni principali fc1 e fc2 sono parallele e perpendicolari alla 
direzione della fessura q (Figura 3). Le equazioni di equilibrio 
per armature parallele sono: 

 
Figura 1 – Schema dell’elemento finito 

 
Figura 2  - Stato tensionale  
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Spostandosi sulla fessura, l’equazione di equilibrio che 
deve essere soddisfatta è: 

( ) 2
1
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n

i scri si ni c
i

f f fr q
=

× - × =�  (7) 

dove � i è la percentuale d’armatura, fsi è la tensione media 
nell’acciaio, fscri  è la tensione locale dell’acciaio relativa a � scri 

e � ni = �  – � , in cui �  è l’inclinazione delle armature. 
L’incremento di tensione delle armature sulla fessura 

conduce allo sviluppo di tensioni tangenziali lungo la 
superficie della frattura stessa valutate con la relazione: 

( )
1

cos sin
n

ci i scri si ni ni
i

f fn r q q
=

= × - × ×�  (8) 

 
·  Equazioni di compatibilità. 

La deformazione continua risulta da una fessurazione 
diffusa sull’elemento, mentre la componente di scorrimento è 
il risultato di un moto di corpo rigido sulla superficie della 
fessura stessa. La deformazione totale o apparente si denoterà 
col vettore �  =[� x � y � xy] e l’inclinazione delle direzioni 
principali della deformazione apparente � �  risulta: 
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Le deformazioni continue principali entro l’elemento sono 
date dalla seguente relazione: 
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e la relativa inclinazione è:  
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Lo scorrimento sulle fessure si può definire in media 
tramite il rapporto: 

a s
s s

d
g =  (12) 

dove � s è la traslazione relativa in corrispondenza della fessura 
(definita nel seguito) ed s è il passo delle fessure. Le 
componenti di deformazione associate allo scorrimento 
saranno calcolate come segue: 
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·   Equazioni di legame costitutivo. 
La risposta a compressione nel calcestruzzo può essere 

caratterizzata da un alto grado di “softening” dovuto alla 
fessurazione nella direzione trasversale. La tensione principale 
di compressione è dunque influenzata sia dalla deformazione 
principale di compressione che da quella di trazione; questa 
influenza è colta tramite il fattore di riduzione 	 d: 

0.8

1

2

1
1

0.35 0.28

0.55

d
s d

c
d

c

s

C C

C

C

b

e
e

=
+ ×

� �
= × - -� �

� �
=

 (14) 

 
dove le espressioni di Cd e Cs sono derivate da evidenze 
sperimentali. Il termine 	 d è utilizzato per definire la tensione 
e la deformazione di picco nel calcestruzzo: 
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 (15) 

La curva di risposta a compressione considerata è la 
seguente (Fig. 4a): 
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Per quanto riguarda la risposta del calcestruzzo in trazione 

prima della fessurazione si considera: 

1 1 10c c c c crf E cone e e= × < <  (18) 

Dopo la fessurazione si adotta la seguente legge (Fig. 4c): 
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Riguardo alle barre di acciaio si utilizza un legame 
descritto dalle seguenti espressioni (Fig. 4d): 
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Figura 3  - Direzioni principali  
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·  Modello per lo scorrimento della fessura. 

In letteratura sono presenti numerosi studi per quantificare 
� s lungo la superficie della fessura in funzione delle tensioni 
tangenziali 
 ci. Queste formulazioni in genere sono influenzate 
anche dall’apertura delle fessure w, dalla dimensione degli 
aggregati e dalle tensioni di compressione cilindrica fc’  e 
cubica fcc. La relazione adottata è la seguente [9]: 

( )0.8 0.7071.8 0.234 0.20
a ci
s

ccw w f

n
d

- -
=

× + × - ×
 (21) 

Un approccio ulteriore è quello relativo al cambiamento di 
direzione tra le direzioni principali di tensione e di 
deformazione. La rotazione del campo di tensione rimane 
distaccata di un certo intervallo rispetto a quella del campo di 
deformazione. L’intervallo si stabilizza dopo la prima 
fessurazione e rimane all’incirca costante, fino a che le 
armature longitudinali iniziano lo snervamento. Evidenze 
sperimentali mostrano che questo intervallo iniziale si aggira 
attorno ai 5°-10° in funzione dell’armatura. Relativamente alla 
direzione iniziale di fessurazione � ic si può determinare la 
rotazione � � �  nella direzione principale di deformazione: 

ice eq q qD = -  (22) 

Noto l’intervallo � l (attorno ai 5°-10°) e � � �  si può 
determinare la variazione di direzione del campo di tensione: 

l
l

l

s e e

s e e

q q q q q

q q q q

D = D - D >

D = D D £
 (23) 

in cui � l vale 5° per elementi armati in modo biassiale, 7.5° per 
elementi armati in modo uniassiale e 10° per elementi armati 
in altro modo. L’inclinazione del campo di tensione risulta:  

ics sq q q= + D  (24) 

Con la seguente equazione si può risalire quindi a � s
b: 

( ) ( ) ( )cos 2 sin 2b
s xy y xs sg g q e e q= × × + - × ×  (25) 

Combinando i due approcci in una formulazione ibrida si 
eliminano gli svantaggi relativi a ciascuno dei due criteri; la 
deformazione � s dovuta allo scorrimento sulla fessura può 
essere valutata come segue: 

max ;
a b

a bs s
s s ss s

d d
g g g

� �
= = =� �

� �
 (26) 

Ai primi passi di carico o nel caso di elementi non armati 
trasversalmente il secondo criterio governa il problema, 

mentre per passi di calcolo più avanzati in genere è la prima 
formulazione ad essere dominante. 

 
4. IMPLEMENTAZIONE DEL MODELLO 

Il modello finora descritto è stato implementato in un 
algoritmo strutturato su 3 livelli di iterazioni principali: un 
ciclo di iterazioni a livello di struttura (Newton-Raphson), un 
ciclo di iterazioni per ogni elemento (“Element State 
Determination”) reso necessario dalla formulazione in 
flessibilità ed un ulteriore ciclo su ogni fibra dovuto 
all’applicazione del modello DSFM. Nei punti seguenti 
vengono illustrati i principali passi dell’algoritmo. 
1) Creazione della matrice di rigidezza iniziale della 
struttura. Si calcola la matrice di rigidezza della sezione k(x). 
Es ed Ec sono matrici diagonali che raccolgono i moduli di 
elasticità delle fibre, analogamente As ed Ac sono matrici 
diagonali che ne raccolgono le aree mentre l(x) è una matrice 
che lega le componenti di deformazione della sezione alla 
deformazione di ciascun punto della sezione. Assumendo 
l’ipotesi di conservazione delle sezioni piane si ricava k(x): 

( )( ) ( ) ( )T
s s c cx x x= × × + × ×k l E A E A l  (27) 

Per inversione di k(x) si ottiene la flessibilità della sezione 
f(x). Integrando lungo l’elemento si ricava la matrice di 
flessibilità dell’elemento stesso: 

0

( ) ( ) ( )
L

T
ele x x x dx= × ×�F b f b  (28) 

dove b(x) è la matrice che interpola le forze nodali restituendo 
le caratteristiche di sollecitazione. Dalla flessibilità Fele 
dell’elemento si ottiene per inversione la matrice di rigidezza 
K ele. Attraverso le matrici di rotazione e di condensazione e 
tramite l’operazione di assemblaggio si ottiene la matrice di 
rigidezza K  dell’intera struttura. 
2) Applicazione degli incrementi di carico e iterazioni di 
Newton-Raphson. Ogni iterazione di Newton-Raphson viene 
indicata con l’indice i. Si risolve il sistema lineare applicando 
l’incremento dei carichi P nei nodi e si aggiornano i 
movimenti p dei nodi della struttura: 

1

1

i i i

i i i

-

-

× D = D

= + D

K p P

p p p
 (29) 

3) Passaggio dagli spostamenti espressi nel sistema di 
riferimento globale a quelli valutati nel sistema di riferimento 
locale. Denominando con R la matrice di condensazione e con 
Ta la matrice di rotazione si ricavano gli spostamenti nodali 
dell’elemento: 

1

i i
a

i i i-

D = × × D

= + D
aq R T u

q q q
 (30) 

4) Inizio della procedura di “Element State Determination”, 
nella quale ogni iterazione viene indicata con l’indice j. Per 
semplicità si omette nel seguito l’indice relativo alla iterazione 
di Newton-Raphson. Si calcolano gli incrementi delle forze 
nodali a partire da quelli dei movimenti nodali e si aggiorna il 
valore delle forze nodali: 

1

1

j j j

j j j

-

-

D = × D

= + D

Q k q

Q Q Q
 (31) 

5) Calcolo delle sollecitazioni nelle sezioni di controllo a 
distanza x dall’origine dell’asse dell’elemento: 

 
 

Figura 4  - Legami costitutivi  
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1

( ) ( )

( ) ( ) ( )

j j

j j j

x x

x x x-

D = × D

= + D

D b Q

D D D
 (32) 

6) Calcolo delle componenti di deformazione: 
1 1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

j j j j

j j j

x x x x

x x x

- -

-

D = +

= + D

×Dd f D r

d d d
 (33) 

I residui di deformazione r j-1(x) derivano dalla precedente 
iterazione ed il loro calcolo viene illustrato nel seguito. 
7) Calcolo delle deformazioni delle singole fibre. Le 
deformazioni delle fibre si possono calcolare a partire da 
quelle della sezione attraverso l’uso della matrice l(x): 

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

j j

j j j

x x x

x x x-

D = × D

= + D

� l d

� � �
 (34) 

8) Note le componenti di deformazione per ogni singola fibra 
si applica la teoria DSFM: 

0
x

y

xy

e
e

g

� 	

 �

= =
 �

 �

 �

�  (35) 

Inizialmente si assume  �  = � c e si applicano le equazioni 
(10) e (11) per conoscere le deformazioni principali nel 
calcestruzzo e la loro inclinazione rispetto all’orizzontale. Si 
impongono le deformazioni principali nell’acciaio lungo le 
direzioni x e y: 

sx x cx

sy y cy

e e e

e e e

= =

= =
 (36) 

Si calcolano le tensioni medie nell’acciaio e nel 
calcestruzzo secondo le equazioni (16), (18), (19) e (20). Per 
quel che riguarda l’analisi sulla fessura, si calcolano le 
deformazioni locali con le seguenti relazioni: 

( )2
1

2
1

cos

cos
2

sxcr sx cr

sycr sy cr

s

s

e e e q

p
e e e q

= + D ×

� �= + D × -� �
� �

 (37) 

Inizialmente si impone � � 1cr= 0. Si imposta quindi una 
procedura iterativa incrementando � � 1cr al fine di soddisfare la 
seguente equazione di equilibrio a meno di una tolleranza 
prefissata: 

( ) ( )

( )

2

2
1

cos

cos
2

x sxcr sx

y sycr sy c

f f

f f f

s

s

r q

p
r q

× - × +

� �+ × - × - =� �
� �

 (38) 

nella quale fsxcr e fsycr sono dati dal legame costitutivo in 
funzione di � sxcr e � sycr. Successivamente si calcolano le 
tensioni tangenziali del calcestruzzo sulla fessura: 

( ) ( ) ( )

( )

cos sin

cos sin
2 2

ci x sxcr sx

y sycr sy

f f

f f

s s

s s

n r q q

p p
r q q

= × - × × +

� � � �+ × - × - × -� � � �
� � � �

 (39) 

Si determina la spaziatura e l’ampiezza delle fessure 
assumendo sx ed sy come distanze tra le armature: 

1

1
sin cos

x y

c

s

s s

w s

s sq q

e

=
+

= ×

 (40) 

Si calcola lo spostamento dovuto allo scorrimento secondo 
l’equazione (21) e quindi si ottiene la deformazione � s

a 

mediante la (12). Assumendo come direzione iniziale di 
fessurazione � ic=45° ed utilizzando in sequenza le equazioni 
(22), (23), (24) e (25) si ottiene  � s

b. Attraverso la (26) si 
ottiene � s. Noto � s si possono calcolare le componenti di 
deformazione dovute allo scorrimento sulla fessura � s 
mediante le (13). E’ così possibile ricalcolare � c: 

c s= -� � �  (41) 

Si ripete quindi la procedura fino a che la differenza tra 
due valori di � c successivamente determinati non è più piccola 
di una tolleranza fissata. Raggiunta la convergenza si 
calcolano i moduli tangenti ottenuti derivando le equazioni di 
legame costitutivo (16), (19) e (20) per le 2 direzioni 
principali. Si raccolgono i moduli tangenti in matrici riferite 
all’orientazione principale: 

[ ] [ ]
1

2

0 0 0 0

* 0 0 * 0 0 0

0 0 00 0

c sx

cc s x

s

E E

E

G

r� 	 � 	×

 � 
 �

= =
 � 
 �

 � 
 �

 � 
 �
 �

D D
 (42) 

Si applica poi la seguente matrice di rotazione: 

( )

2 2

2 2

2 2

cos sin cos sin

sin cos cos sin

2cos sin 2cos sin cos sin

y y y y
y y y y

y y y y y y

� 	

 �

= -
 �

 �
- -
 �
 �

T  (43) 

dove � = � c per il calcestruzzo, � =0 per le armature lungo x e 
� =90° per le armature lungo y. Con tale matrice si eseguono 
le trasformazioni di quelle contenenti i moduli dei materiali: 

[ ]
[ ]

*

*

T
c c

T
s s x

= × ×

= × ×

D T D T

D T D T
 (44) 

Dalle matrici relative ai materiali si può risalire alle 
tensioni su ogni fibra: 

1

1

j j j j j j
c c c c c c

j j j j j j
s s s s s s

-

-

D = × D = + D

D = × D = + D

� D � � � �

� D � � � �
 (45) 

Le matrici dei moduli di elasticità vengono aggiornate 
come segue: 

1 1

1 1
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2
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 �

 �
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E

�

�

�

� � � �

�

�

�

� � � �

 (46) 

Quella dei moduli del calcestruzzo diventa a banda quando 
nasce l’accoppiamento in campo non lineare tra momento 
flettente, sforzo normale e taglio. 
9) Calcolo delle sollecitazioni dedotte dalle deformazioni 
tramite i legami costitutivi, dette sollecitazioni resistenti. 

( )( ) ( ) ( ) ( )j T
R s rs c rcx x x x= × × + ×D l A D A D  (47) 

10) Calcolo delle sollecitazioni non bilanciate, pari alla 
differenza tra quelle dedotte nell’ambito dell’incremento di 
carico e quelle resistenti. 

( ) ( ) ( )j j j
u Rx x x= -D D D  (48) 

11) Calcolo delle deformazioni residue funzioni delle 
sollecitazioni non bilanciate. Dalle matrici dei moduli elastici 
si possono calcolare le matrici di rigidezza e flessibilità 
tangenti di ogni sezione e di ogni elemento come già mostrato. 
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Nota in particolare la nuova matrice di flessibilità della 
sezione si calcolano le deformazioni residue: 

( ) ( )j j j
ux x= ×r f D  (49) 

12) Calcolo dei movimenti nodali residui. Dalle deformazioni 
residue della sezione si calcolano i movimenti nodali residui 
per integrazione lungo l’elemento: 

0

( ) ( )
L

j T jx x dx= ×�s b r  (50) 

Si controlla la convergenza attraverso un criterio 
energetico. Se ciascun elemento raggiunge  la convergenza si 
pone Qi=Qj e K i

ele=K j
ele, quindi si passa o all’elemento 

successivo o, se ogni elemento è stato equilibrato, alla 
successiva iterazione di Newton-Rapson. Se l’elemento non 
converge si incrementa j+1 e si esegue una ulteriore iterazione 
della procedura di Element State Determination ponendo: 

1j j+D = -q s  (51) 
13) Calcolo delle forze nodali resistenti. Dalle forze nodali 
dell’elemento Q attraverso l’allocazione e le due 
trasformazioni sintetizzate nelle matrici R e Ta si ottengono le 
forze nodali dell’elemento nel sistema di riferimento globale. 
Sommate queste ultime si ottengono le forze nodali resistenti 
della struttura: 

1

i T T i
ele

n aste
i i
R ele

ele

°

=

= × ×

= �
aF T R Q

F F
 (52) 

14) Calcolo delle forze nodali non bilanciate. Si deducono per 
semplice differenza tra il vettore dei carichi applicati alla 
struttura e le forze nodali resistenti: 

ii i
u R= D -�F P F  (53) 

Si controlla quindi che le forze non bilanciate siano al di 
sotto di una certa tolleranza prefissata. Se questo non avviene, 
si incrementa l’indice i+1 e si applicano alla struttura le forze 
non bilanciate in una nuova iterazione di Newton-Raphson, 
altrimenti si applica un nuovo incremento di carico e si 
prosegue l’analisi. 

 
5. CONFRONTO CON RISULTATI SPERIMENTALI 

Il confronto con risultati sperimentali è stato effettuato con 
riferimento ad una parete caricata con una forza orizzontale in 
sommità. I risultati sono espressi in termini di risposta forza-
spostamento. Il confronto è stato fatto sulla base di dati 
sperimentali utilizzati in uno studio sulla risposta di pareti in 
c.a. soggette a forze laterali svolto da Vulcano e Bertero [10]. 
Si effettua un confronto tra i valori sperimentali, ed i risultati 
numerici ottenuti sia col modello a fibre, sia col  modello 
TVLE (“Tree Vertical Line Element Model) proposto da 
Vulcano e Bertero. I dati geometrici e meccanici dell’elemento 
oggetto dell’analisi sono indicati nel report come “Specimens” 
3 e 4. Le caratteristiche della sezione sono riportate in Figura 
5, mentre le caratteristiche dei materiali si trovano in Tabella 1 
e Tabella 2, dove le tensioni sono espresse in Mpa, le 
deformazioni in % e le dimensioni in mm.  

Il confronto tra i risultati ottenuti applicando il modello e i 
dati sperimentali ha consentito di calibrare il modello e di 
verificare il codice di calcolo (Figura 6). 

 
 

 

Tabella 1 – Proprietà dell’acciaio 

 f  
[mm] 

� y 

% 
� u 

% 
fy 

[MPa] 
Es 

[MPa] 
fsu 

[MPa] 
Parete 
taglio 

6 0.2 12 507 211400 730 

Flange 18 0.2 15 444 211400 639 
 
Tabella 2 – Proprietà del calcestruzzo 

 � c 
% 

fc 

[MPa] 
Ec 

[MPa] 
amax 

[mm] 
Parete 
taglio 

0.3 34.8 22500 10 

Flange 0.3 34.8 22500 10 

 

 
 

6. STUDIO SULLA RISPOSTA TAGLIO-FLESSIONE 
Tale studio è stato svolto su una parete in c.a. incastrata 

alla base e libera in sommità e caricata da una forza 
orizzontale applicata in sommità (Figura 7). Sono state 
eseguite varie analisi variando di volta in volta l’altezza della 
parete L, e lasciando inalterata la sezione d in modo da avere 
diversi valori del rapporto L/d. Per brevità si illustrano nel 
seguito i risultati relativi ai casi L/d=10 e L/d=1. 

Figura 5 -  Proprietà della struttura soggetta a test sperimentali 

 
Figura 6  - Risultati in termini di forza-spostamento  



- 117 - 

 
·  Analisi con rapporto / 10L d =  (parete snella). La parete è 
stata schematizzata con 20 elementi finiti di uguale lunghezza. 
Gli effetti flessionali vengono colti in modo efficace grazie al 
fatto che la lunghezza di un elemento è stata fisata in funzione 
della dimensione della cerniera plastica attesa alla base.  

Dall’analisi si sono ottenuti i diagrammi riportati in Figura 
8. Il modello per confronto è stato applicato secondo due 
distinte modalità: nella prima si è considerato il 
comportamento non lineare per flessione e lineare per taglio 
mentre nella seconda si è considerato il comportamento non 
lineare sia per flessione che per taglio. Come si può notare 
dalla Figura 8 il diagramma taglio-scorrimento in campo non 
lineare si modifica lungo l’altezza della parete.  

 
Poiché la struttura in esame è soggetta ad un taglio 

costante e i diagrammi taglio-scorrimento sono risultati diversi 
lungo l’altezza della parete si rileva come il modello sia stato 
in grado di cogliere l’accoppiamento taglio-flessione. La 
variazione del momento lungo l’altezza della parete ha 

influenzato i valori dello scorrimento delle varie sezioni, 
modificando così il diagramma taglio-scorrimento. 
·  Analisi con rapporto / 1L d =  (parete tozza). In questo 
secondo esempio la parete è stata schematizzata con 2 
elementi e 3 nodi. Si osserva che per tale parete le 
deformazioni non lineari per taglio diventano determinanti. 

 
  
Prima della fessurazione le due modalità di applicazione 

del modello citate precedentemente hanno fornito risultati 

Tensioni valutate ai  primi passi di calcolo 

Tensioni a passi di calcolo avanzati 

Figura 10 - Diagrammi delle tensioni 

0
Tensioni s  [MPa]

1 1,5-1-1,5

A
lte

zz
a 

de
lla

 s
ez

io
ne

 (
nu

m
er

o 
di

 fi
br

e)

14
16

18
20

10
8

6
4

2
12

0 0,005 0,01 0,015 0,02

A
lte

zz
a 

de
lla

 s
ez

io
ne

 (
nu

m
er

o 
di

 fi
br

e)

14
16

18
20

10
8

6
4

2
12

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 15-5-10-15-20

A
lte

zz
a 

de
lla

 s
ez

io
ne

 (
nu

m
er

o 
di

 fi
br

e)

14
16

18
20

10
8

6
4

2
12

A
lte

zz
a 

de
lla

 s
ez

io
ne

 (
nu

m
er

o 
di

 fi
br

e)

14
16

18
20

10
8

6
4

2
12

Tensioni s  [MPa]

Tensioni t  [ MPa]

Tensioni t  [ MPa]

Flessione non lineare
e taglio lineare

Flessione e taglio
non lineari

Flessione non lineare
e taglio lineare

Flessione e taglio
non lineari

Flessione non lineare
e taglio lineare

Flessione e taglio
non lineari

Flessione non lineare
e taglio lineare

Flessione e taglio
non lineari

s x

s x

t xy

t xy

Taglio alla base-spostamento in sommità 

Taglio-Scorrimento alla sez. d’incastro 

0

0,
5

10
-4

T
ag

lio
  [

N
]

1
1,

5
2

2,
5

3
3,

5

2
Scorrimento

4 6 8 10 12 14 16 18 20

4

10
5

0,
5

1
1,

5
2

2,
5

3
3,

5
4

4,
5

-0,50 -1,5 -2,5 -3,5 4,5-1 5-2 -3 -4

10
5

T
ag

lio
 a

lla
 b

as
e 

[N
]

Spostamento in sommità

Flessione non lineare e taglio lineare

Flessione e taglio non lineari

Flessione non lineare e taglio lineare

Flessione e taglio non lineari

Figura 9 – Risultati per la parete tozza 

P

 

 
Figura 7  - Configurazione della parete oggetto di studio 
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Figura 8  - Risultati per la parete snella  
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identici. E’ evidente come la non linearità nelle deformazioni 
per taglio sia risultata un fattore decisivo nel comportamento 
di tale elemento strutturale (Figura 9). In Figura 10 sono 
riportati i diagrammi delle tensioni sulla sezione d’incastro.  
Sono rappresentati sia i primi passi di calcolo che passi più 
avanzati in modo da mettere in risalto il cambiamento 
della distribuzione delle tensioni con la fessurazione della 
sezione. 

 
7. CONCLUSIONI 

E’ stato sviluppato ed implementato in un codice di 
calcolo un elemento finito monodimensionale del tipo a fibre 
che consente di tenere conto della risposta taglio-flessione in 
campo non lineare. Le caratteristiche principali dell’elemento 
sviluppato sono prevalentemente due: la  formulazione basata 
sulle flessibilità e l’uso di un modello bidimensionale con 
fessurazione diffusa ad angolo variabile per definire il legame 
costitutivo delle fibre. Tramite il confronto con risultati 
sperimentali è stato possibile calibrare e validare il modello. 
Dalle analisi svolte si è evidenziata la capacità del modello di 
cogliere l’interazione taglio-flessione in campo non lineare e 
la rilevanza delle deformazioni non lineari per taglio nel caso 
di elementi tozzi. 

L’uso del modello  DSFM come legame costitutivo ha 
permesso di cogliere l’importante interazione taglio-flessione 
in campo non lineare. Lo studio presentato costituisce una 
base di partenza per una ricerca più approfondita e dettagliata, 
volta a validare e perfezionare ulteriormente il modello, ad 
esempio tramite confronti con risultati sperimentali relativi a 
casi di carico variabile in modo ciclico. 
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SOMMARIO 
I compositi fibrorinforzati a matrice polimerica (Fiber Reinforced Polymer, FRP) sono ormai largamente utilizzati per il rinforzo 
delle strutture di calcestruzzo, di muratura e di legno. Recentemente è stato proposto l’utilizzo di reti di fibre immerse in matrice 
cementizia (Fiber Reinforced Cementitious Matrix, FRCM). Le prime sperimentazioni su travi e pilastri di calcestruzzo rinforzati con 
FRCM con fibre di carbonio (C-FRCM) hanno fornito risultati incoraggianti, evidenziando importanti differenze di comportamento 
strutturale tra elementi rinforzati con FRP e con FRCM, specie a rottura. In particolare, è stato osservato che, mentre la crisi di travi 
rinforzate con FRP si raggiunge in genere per distacco improvviso del pacchetto di rinforzo dal supporto (debonding), la crisi di travi 
rinforzate con FRCM con fibre di carbonio si raggiunge a seguito del graduale sfilamento delle fibre all’interno della matrice 
cementizia e conseguente graduale perdita di efficacia del rinforzo. Nella nota sono descritte alcune prove di flessione di travi di 
calcestruzzo armato rinforzate con FRCM con fibre di Poliparafenilenbenzobisoxazolo (PBO-FRCM) che hanno mostrato il tipo di 
crisi sopra descritto; in alcuni casi è stato invece osservato il distacco del rinforzo sulla superficie di interfaccia calcestruzzo/matrice 
cementizia. Sono inoltre brevemente descritte le prime prove di trazione di una sperimentazione su provini di calcestruzzo rinforzati 
con PBO-FRCM, condotta allo scopo di caratterizzare questo materiale di rinforzo relativamente ai fenomeni di aderenza. I rinfrorzi 
PBO-FRCM sono risultati efficaci per l’incremento della portanza flessionale di travi di calcestruzzo armato. I risultati delle prove di 
aderenza sono stati abbastanza coerenti con i risultati delle prove di flessione su travi. Tutte le prove sono state eseguite presso il 
Laboratorio di Scienza delle Costruzioni dello IUAV- Università di Venezia. 
 
SUMMARY 
Fibre Reinforced Polymers (FRP) are well known systems used to improve flexural and shear capacity of Reinforced Concrete (RC) 
beams. Innovative composites made of Cementitious Matrix Reinforced by continuous Fibers (FRCM) have been recently proposed 
as an alternative technological solution on strengthening RC beams. FRCM strengthened RC beams behave in different manner, 
especially at collapse, in comparison to FRP strengthened beams. FRP strengthened RC beams failure is usually caused by debonding 
of the reinforcing layer. FRCM strengthened RC beams failure is, in most cases, caused by the debonding of fibers from the 
cementitious matrix with a large amount of fibers/matrix slip and consequent gradual reduction of reinforcing action. In some cases 
of FRCM with PBO fibers, the collapse mechanism involves the complete debonding of the reinforcing material on the 
concrete/cementitious matrix interface. In this paper, some flexural tests on Poliparafenilenbenzobisoxazole (PBO) FRCM 
strengthened beams that failed as described are presented. The paper also contains first characterization tensile tests on PBO-FRCM 
reinforcing material, conducted to investigate the bond between PBO fibers and cenmentitious matrix. PBO-FRCM resulted effective 
to strengthen RC beams. Characterization test results were consistent with flexural tests on RC beams. All tests were performed at 
LabSCo, IUAV – University of Venice. 
 
 
1. INTRODUZIONE 
 
I compositi fibrorinforzati (Fiber Reinforced Polymer, FRP) 
sono ormai largamente utilizzati per il rinforzo delle strutture 
di calcestruzzo, di muratura e di legno [1]. Questi prodotti 
sono costituiti da fibre lunghe (in genere di carbonio, 
aramidiche o di vetro), impregnate in situ con una matrice 
epossidica che funge anche da adesivo di connessione tra 

l’elemento di rinforzo ed il supporto da rinforzare. 
Recentemente è stato proposto l’utilizzo di reti di fibre 

immerse in matrice cementizia (Fiber Reinforced 
Cementitious Matrix, FRCM); anche in questo caso la matrice 
funge da adesivo di connessione del rinforzo con il supporto 
[2, 3, 4]. I principali vantaggi dell’FRCM rispetto all’FRP 
consistono, in generale, nella più elevata resistenza al fuoco e 
nella maggiore semplicità di posa in opera. Le prime 
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sperimentazioni su travi e pilastri di calcestruzzo rinforzati 
con FRCM con fibre di carbonio [2, 2, 4] hanno fornito 
risultati incoraggianti, evidenziando anche importanti 
differenze di comportamento strutturale tra elementi rinforzati 
con FRP e con FRCM. In particolare, è stato osservato che, 
mentre la crisi di travi rinforzate con FRP si raggiunge in 
genere per distacco improvviso del pacchetto di rinforzo dal 
supporto (debonding) ed è molto fragile, la crisi di travi 
rinforzate con C-FRCM si raggiunge a seguito del graduale 
sfilamento delle fibre all’interno della matrice cementizia e 
conseguente graduale perdita di efficacia del rinforzo. Prove di 
flessione condotte su travi di calcestruzzo armato rinforzate 
con PBO-FRCM [4] hanno invece mostrato la possibilità di 
entrambi i tipi di crisi: in alcuni casi si è avuto il completo 
distacco del pacchetto di rinforzo dal supporto senza 
apprezzabili scorrimenti delle fibre nella matrice (similmente a 
quanto accade con l’FRP), mentre in altri casi si è osservato lo 
sfilamento delle fibre di PBO nella matrice cementizia 
(analogamente a quanto accade con l’FRCM con fibre di 
carbonio). 

Nella nota sono descritte alcune prove di flessione di travi 
di calcestruzzo armato rinforzate con PBO-FRCM che hanno 
mostrato i tipi di crisi sopra descritti e le prime prove di una 
sperimentazione in corso su rinforzi di PBO-FRCM, condotta 
allo scopo di caratterizzare il materiale di rinforzo riguardo ai 
fenomeni di aderenza. Tutte le prove sono state eseguite 

presso il Laboratorio di Scienza delle Costruzioni dello IUAV, 
Università di Venezia. 

 
2. PROVE DI FLESSIONE SU TRAVI 
 
2.1 Provini 

Sono state testate travi di calcestruzzo armato con 
differenti configurazioni di rinforzo costituito da CFRP, C-
FRCM e PBO-FRCM. Nella presente nota sono presentati 
unicamente i risultati relativi ad alcune travi con rinforzo di 
PBO-FRCM. Tutti i risultati delle prove eseguite sono riportati 
in [4]. La geometria dei provini è rappresentata in Figura 1. La 
resistenza a compressione del calcestruzzo è stata determinata 
con prova di compressione su cubetti; la tensione di 
snervamento e la resistenza a rottura delle barre di acciaio 
sono state determinate con prove di trazione su barre rimosse 
da alcuni provini dopo la prova di flessione. Le caratteristiche 
meccaniche dei materiali costituenti i provini sono riportate in 
Figura 1. 
Il materiale di rinforzo è costituito da una rete di fibre di PBO, 
con fibre disposte lungo due direzioni ortogonali (Fig. 2). La 
sezione di fibre è doppia in una direzione rispetto all’altra. La 
maglia della rete è approssimativamente 20 mm x 10 mm. La 
rete è resa solidale al calcestruzzo mediante matrice a base 
cementizia. Le caratteristiche meccaniche del rinforzo (rete e 
matrice) dichiarate dal produttore sono riportate in Tabella. 1. 
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Figura 1. - Provini. d indica il diametro delle barre; le quote sono in mm. 

 
 

 
Figura 2. - Rete di PBO. 

 
ft fc eu E tf 

MATERIALE 
N/mm2 N/mm2 ‰ GPa mm 

Fibre di PBO 5800 (*) -- 21.5 270 (*) 0.046 (dir.1) 
0.022 (dir. 2) 

Mat. cementizia 4 (**) 28 -- 7.5 -- 

Tabella 1. - Caratteristiche del rinforzo: ft: resistenza a trazione, fc: 
resistenza a compressione, E: modulo elastico, tf: spessore nominale. 
(*) Riferito allo spess. nominale. (**) Traz. per flessione 

 
In Figura 3 sono rappresentate le configurazioni di 

rinforzo adottate; le corrispondenti sezioni di rinforzo sono 
riassunte in Tabella 2. 
 
2.2 Risultati 
I provini non rinforzati si sono rotti per schiacciamanto del 
calcestruzzo all’estradosso (Fig. 4 e 5). Relativamente ai 
provini rinforzati, lo schiacciamento del calcestruzzo è stato 
sempre preceduto dalla perdita di efficacia del rinforzo 
(debonding). Il fenomeno si è manifestato diversamente per le 
travi più lunghe (luce 2.2 m) e per le travi più corte (luce 1.6 
m): relativamente alle travi lunghe, si è osservato il distacco 
completo del pacchetto di rinforzo all’interfaccia tra matrice 
cementizia e calcestruzzo (Fig. 6, 8b); relativamente alle travi 
corte, si è manifestato il graduale sfilamento delle fibre di 
PBO nella matrice cementizia che è rimasta perfettamente 
aderente al rinforzo (Fig. 7, 8c). 

In Tabella 3 sono riportati i carichi di collasso dei provini 
testati e gli incrementi di questi rispetto al carico di collasso 
dei provini non rinforzati. Nell’ultima colonna di Tabella 4 
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sono infine riportate le dilatazioni nel rinforzo all’atto della 
crisi del provino, determinate analiticamente utilizzando un 
semplice modello “a sezioni piane” [4]. Queste dilatazioni 

possono considerarsi una stima della massima dilatazione 
raggiungibile nel rinforzo prima della perdita di efficacia dello 
stesso. 
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Figura 3. - Configurazioni di rinforzo; le quote sono in mm. 

 

  
 

2 2 11 3
 

Sezione di rinforzo 
flessionale 

Rigidezza assiale 
rinforzo flessionale (EA) Sezione 1° rinf. a U Sezione 2° rinf. a U Sezione 3° rinf. a U PROVINO Materiale di 

rinforzo 
mm2 kN mm2/m mm2/m mm2/m 

B1 e B2 -- -- -- -- -- -- 
F1 e F2 PBO-FRCM 31.28 8446 46 -- -- 
BC1 e BC2 -- -- -- -- -- -- 
AC1 PBO-FRCM 31.28 8446 46 46 -- 
CC1 PBO-FRCM 31.28 8446 68 68 22 
DC1 e DC2 PBO-FRCM 15.64 4223 46 -- -- 

Tabella 2. - Caratteristiche dei provini. 
 

Per completezza, in Figura 8 è rappresentata anche la tipica 
modalità di debonding che si osserva per i rinforzi di FRP 
(schema a), nella quale il distacco avviene in genere su una 
superficie all’interno del calcestruzzo. 

Nelle Figure 9 e 10, sono tracciati i diagrammi carico-
freccia sperimentali. Si può osservare quanto segue. 
- Il rinforzo di PBO-FRCM è risultato efficace per 

incrementare il carico di collasso delle travi, come si 
vede dal confronto tra i diagrammi relativi alle travi non 
rinforzate e quelli relativi alle travi rinforzate. 

- La crisi per debonding con improvviso distacco 
dell’intero pacchetto di rinforzo (diagrammi delle travi F 

in Fig. 9) è fragile: all’atto del distacco si ha una 
repentina diminuzione del carico. La crisi per debonding 
con graduale sfilamento delle fibre nella matrice 
(diagrammi di Fig. 10) è più duttile: al progredire dello 
sfilamento delle fibre, la forza di trazione nelle fibre 
stesse diminuisce ed il diagramma raggiunge quello delle 
travi non rinforzate in modo più graduale. 

- Le due travi lunghe rinforzate con PBO-FRCM testate 
(F1 e F2) hanno manifestato lo stesso meccanismo di 
crisi; il carico di collasso è stato tuttavia abbastanza 
diverso pur essendo i due provini nominalmente uguali. 

 
 

 

 

 
Figura 4. - Provino B1 (non rinfrorzato).  Figura 5. - Provino BC2 (non rinfrorzato). 
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Figura 6.-  Provino F1.  Figura 7. - Provino CC1. 
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Figura 8. - Diverse modalità di debonding. 
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Figura 9. - Diagrammi carico-freccia relativi alle travi lunghe.  Figura 10. - Diagrammi carico-freccia relativi alle travi corte. 

 
Carico massimo Media Incremento efmax 

PROVINO DESCRIZIONE CRISI 
kN kN % ‰ 

B1 163.07 

B2 
Non rinforzato Schiacciamento del 

calcestruzzo 170.00 
166.54 -- -- 

F1 180.72 +8.51 -- 

F2 
2 strati con fasce a U di estremità (b) 

217.26 
(*) 

+30.45 13.77 

AC1 2 strati di PBO-FRCM (c) 319.33 -- + 28.73 17.82 

BC1 255.86 

BC2 
Non rinforzato Schiacciamento del 

calcestruzzo 240.24 
248.05 -- -- 

CC1 2 strati di cui uno ripiegato e fasce a U di estremità (c) 311.98 -- + 25.77 16.12 

DC1 287.50 

DC2 
1 strato con fasce a U di estremità (c) 

269.59 
278.55 + 12.29 21.31 

Tabella 3. - Carichi di collasso, incrementi rispetto al non rinforzato e dilatazioni massime nel rinforzo. (*) non si ritiene rappresentativa la media, 
per la notevole differenza tra i due risultati 
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3. PROVE DI TRAZIONE 
 

Con lo scopo di meglio definire la gerarchia delle 
resistenze di interfaccia osservate con le prove di flessione e 
per quantificare le prestazioni del rinforzo PBO-FRCM in 
termini di aderenza con il calcestruzzo, è stata programmata 
una campagna di prove di rinforzi incollati a blocchetti di 
calcestruzzo. In questa nota sono descritti i risultati dei primi 
tre provini, testati essenzialmente con lo scopo di valutare 
l’efficacia della prova. 
 

3.1 Provini 
I provini sono costituiti da due blocchi di calcestruzzo 

uniti tra loro da elementi di rinforzo di PBO-FRCM (Fig. 11). 
La trazione nel rinforzo è indotta attraverso piastre di 
contrasto con il calcestruzzo, solidali a barre di acciaio 
filettate, poste in trazione dalla macchina di prova. Durante la 
prova, sono stati misurati la forza totale indotta dalla 
macchina, lo spostamento relativo tra i due blocchi di 
calcestruzzo e la dilatazione del rinforzo in tre punti (Fig. 11). 
Le prove sono state condotte controllando lo spostamento 
relativo tra i due blocchi. 
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Figura 11. - Schema della prova di trazione. 
 
3.2 Risultati 

I tre provini testati hanno fornito risultati abbastanza 
ripetibili. In tutti i casi la crisi è stata raggiunta con graduale 
sfilamento delle fibre di PBO nella matrice cementizia 
(similmente a quanto avvenuto per le travi più corte); in 
nessuno dei tre casi si è prodotto il distacco globale del 
pacchetto di rinforzo dal calcestruzzo, come osservato per le 
travi più lunghe. La generica prova consente di tracciare i 
diagrammi forza-spostamento (inteso come relativo tra i due 
blocchi, e quindi mediamente pari al doppio dello scorrimento 
massimo tra il rinforzo ed il supporto) e forza-deformazioni 
del rinforzo nelle posizioni in cui sono posti gli estensimetri. 
Diagrammi tipici sono tracciati nelle Figure 12 e 13. In Figura 
14 sono tracciati i diagrammi sforzo normale nel rinforzo – 
scorrimento massimo, relativi ai tre provini testati. La forza P 
è intesa come sforzo normale medio nei due strati di rinforzo 
nella sezione di mezzeria ed è pari alla metà della forza F 
applicata dalla macchina di prova; lo scorrimento massimo s è 
inteso come scorrimento medio tra le fibre ed il supporto nella 
sezione di mezzeria del provino ed è valutato come la metà 
della media tra gli spostamenti relativi tra i due blocchi, 
misurati su facce opposte del provino, nella sezione di 
mezzeria. La Tabella 4 riassume le principali quantità 
misurate, nelle condizioni di crisi del provino. 
 
 Provino 1 Provino 2 Provino 3 Medie 

Pmax (kN) 6.38 6.53 6.97 6.63 
eL,max (‰) 6.81 4.67 5.00 5.49 
smax (mm) 0.883 0.646 0.815 0.781 
em,max (‰) 3.89 3.02 3.23 3.38 

Tabella 4. - Pmax: massima forza nel rinforzo; eL,max: massima 
dilatazione nel rinforzo in mezzeria; smax: massimo scorrimento in 
mezzeria; em,max: massima dilatazione em a metà della lunghezza di 
ancoraggio. 
 

 

F

d1

e1e3 e4

F

e2e5 e6

d2

0 0.5 2.0 2.5

14

12

2

0

F
or

za
 F

 (
kN

)

Spost. d1, d2 (mm)

Provino 3

Figura 12. - Diagrammi forza-spostamento. 
 

0 1 6 6

14

12

2

0

F
or

za
 F

 (
kN

)

e (‰)2 5

e1e2

e3 - e6

Provino 3

F

d1

e1e3 e4

F

e2e5 e6

d2

Figura 13. - Diagrammi forza-deformazioni. 
 



- 124 - 

0 0.2 1.0 1.2

7

6

1

0

S
f. 

N
or

m
. P

=
F

/2
 (

kN
)

Scorr. s=(d1+d2)/4 (mm)

prov. 1

prov. 2

prov. 3

F

d1

e1e3 e4

F

e2e5 e6

d2

 
Figura 14. - Diagrammi sforzo normale-scorrimento. 
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Figura 15. - Diagrammi sforzo normale-dilatazioni. 

 
4. ANALISI E CONSIDERAZIONI 
 

Le prestazioni in termini di aderenza di un rinforzo di 
materiale composito sono descritte analiticamente da un 
legame “locale” tra lo scorrimento s di interfaccia 
(spostamento relativo tra il rinforzo ed il supporto) e la 
conseguente tensione tangenziale t  di interfaccia. La 
conoscenza del legame aderenza-scorrimento, ( )st=t , 
consente la previsione analitica dei fenomeni connessi 
all’aderenza, come ad esempio la dipendenza tra la forza 
massima che può trasferirsi per aderenza, maxdbP , e la 

lunghezza di incollaggio, L (Fig. 16). 
 

L

Pdb

Leff

Pdbmax

PdbL

2Pdb

Pdb

Figura 16. - Forza-lunghezza di incollaggio. 
 
In particolare, per quanto concerne i parametri globali più 
importanti, con riferimento allo schema di Figura 16 (che 
equivale ad una delle due metà del provino di Fig. 11), la 
conoscenza del legame t  = t (s) consente la determinazione: 
- della massima forza Pdbmax che può trasferirsi per 

aderenza tra il rinforzo ed il supporto, nello schema di 
Figura 16; 

- della lunghezza di trasferimento efficace Leff, definita 
come la minima lunghezza di incollaggio necessaria per 
trasferire la forza massima Pdbmax. 

Nell’analisi preliminare dei risultati delle prove di trazione 
sono state considerate due possibili forme del legame t  = t (s), 
rappresentate in Figura 17. La prima (Fig. 17 (a)) è costituita 
da due tratti rettilinei; la seconda (Fig. 17 (b)), proposta in [5], 
è descritta analiticamente dall’equazione: 
 
 

( ) �
�

�
�
�

� -×=t
-- Bs2Bs

f eeBG2s  (1)

 
I parametri s1, s2, f0, fb del legame di Figura 17 (a) ed i 
parametri Gf e B del legame di Figura 17 (b) devono essere 
determinati sulla base di risultati sperimentali. 
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Figura 17. - Legame aderenza-scorrimento. 
 

Se il legame t  = t (s) è del tipo rappresentato in Figura 17, la 
massima forza maxdbP  che può trasferirsi per aderenza 

quando la lunghezza di incollaggio è almeno pari alla 
lunghezza di trasferimento efficace, è data da: 
 
 

ffffmaxdb AEGp2P =  (2)

 
in cui pf è la larghezza della superficie di contatto 
rinforzo/supporto; Ef è il modulo elastico del rinforzo, Af è 
l’area della sezione trasversale del rinforzo e Gf è l’energia di 
frattura dell’interfaccia, rappresentata dall’area sottesa dal 
legame aderenza-scorrimento. 
Come si vede, la forza Pdbmax non dipende dalla forma del 
legame t  = t (s) ma solo dall’area da questo sottesa. La 
lunghezza di trasferimento efficace dipende invece anche dalla 
forma del legame. 
Nel caso specifico di rinforzo con fibre di PBO in matrice 
cementizia, visto che il fenomeno di sfilamento avviene, 
almeno per i provini finora testati, tra le fibre e la matrice 
cementizia, sembra ragionevole assumere come larghezza 
della superficie di contatto pf il doppio della larghezza del 
pacchetto di rinforzo (le fibre sono immerse nella matrice 
cementizia che le avvolge completamente), come modulo 
elastico Ef il valore relativo alle sole fibre e come sezione di 
rinforzo Af, la sezione delle fibre. In altre parole, la (2) viene 
applicata pensando come “rinforzo” alle sole fibre e come 
“supporto” alla matrice cementizia che le avvolge. 
Si assume quindi: 
 

 mm200pf =  GPa270Ef =  2
f mm60.4A =  (3)
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Con riferimento alla Figura 18, la conoscenza del legame 
locale t  = t (s) consente inoltre la determinazione della 
relazione N = N(sL) tra gli scorrimenti dell’estremo caricato e 
la forza applicata al rinforzo nella stessa sezione.  
Finchè lo scorrimento dell’estremo libero è nullo, detta 
relazione è: 
 
 

( ) ( )� t=

Ls

0

fffL dssAEp2sN  (4) 

 

sF = s(0) sL = s(L)

N
L

x0
N

2N

Figura 18. 
 
Sempre con riferimento alla Figura 18, quando si hanno 
invece scorrimenti dell’estremo libero, la relazione N = N(sL) 
si può ottenere risolvendo l’equazione differenziale: 
 

 
( ) ( )( )xs

AE

p
xs

dx

d

ff

f
2

2

t=  (5) 

 
nell’incognita s(x), con diverse condizioni al contorno del 
tipo: 
 

 ( ) Fs0s =  0
dx
ds

0
=  (6) 

 
I parametri relativi alle due forme considerate per  il  legame  
t  = t (s) sono stati ottenuti minimizzando la distanza tra la 
curva N = N(sL) che si ottiene come conseguenza di un legame 
t  = t (s) e le curve sperimentali di Figura 14. 
Il procedimento brevemente descritto ha condotto alla 
determinazione dei legami t  = t (s) di Figura 19, i cui 
parametri sono riportati in Tabella 5. 
 
  Provino 1 Provino 2 Provino 3 

f0 (N/mm2) 0.1027 0.0668 0.1807 
fb (N/mm2) 0.2123 0.2507 0.2298 

s1 (mm) 0.421 0.394 0.553 
s2 (mm) 2.726 1.211 2.542 

Legame (a) 

Gf (J/m2) 311 165 342 
B (mm-1) 1.505 1.698 1.873 Legame (b) 
Gf (J/m2) 272 255 265 

Tabella 5. – Parametri dei legami aderenza-scorrimento di Figura 19. 
 
Il confronto tra le curve N = N(sL) relative ai legami t  = t (s) di 
Figura 19 con i parametri di Tabella 5 e le rilevazioni 
sperimentali è riportato in Figura 20. 

Si osserva come le curve t  = t (s) ottenute siano 
sostanzialmente diverse da quelle che caratterizzano gli FRP, 
essendo queste ultime caratterizzate da un picco con ordinata 
paragonabile alla resistenza a trazione del calcestruzzo di 
supporto e dall’annullarsi della tensione tangenziale per 

scorrimenti di circa 0.2̧0.5 mm. D’altra parte, è noto che il 
legame aderenza-scorrimento nel caso degli FRP è 
essenzialmente governato dalla proprietà del calcestruzzo di 
supporto, mentre nel caso degli FRCM testati è governato 
dalle proprietà di fibre e matrice, non essendo coinvolto il 
calcestruzzo nel fenomeno dello sfilamento. 

La massima forza trasferibile per aderenza (determinata 
con la (2)), la dilatazione corrispondente e la relativa 
lunghezza di trasferimento efficace Leff (determinata 
utilizzando la (5)) conseguenti alle leggi t  = t (s) di Figura 19 
sono riportate in Tabella 6. 
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Figura 19. – Legami aderenza – scorrimento ottenuti. 
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Figura 20. – Calibrazione dei parametri dei legami aderenza-
scorrimento. 

 
  Parametri del legame t (s) 
  Provino 1 Provino 2 Provino 3 

Pdbmax (kN) 12.29 8.96 12.89 
edbmax (‰) 10.12 7.37 10.61 Legame (a) 
Leff (mm) 487 356 408 

Pdbmax (kN) 11.50 11.13 11.36 
edbmax (‰) 9.463 9.162 9.346 Legame (b) (*) 
Leff (mm) 559 519 462 

Tabella 6. – Lunghezze efficaci e forze di delaminazione. (*) per il 
legame (b) si riporta la lunghezza di incollaggio necessaria a fare 
variare lo sforzo normale tra l’1% ed il 97% di Pdbmax. 
 
Si osserva che le leggi t  = t (s) di Figura 19 “si estendono” 
fino a scorrimenti superiori a quelli registrati durante le prove 
e che, conseguentemente, le massime forze di Tabella 6 sono 
superiori alle massime forze registrate durante le prove. 
Questo è dovuto al fatto che le lunghezze efficaci calcolate 
sono sempre superiori alla lunghezza di incollaggio adottata 
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nei provini. Per una migliore caratterizzazione del legame t  = 
t (s) sono necessari i risultati di ulteriori prove, realizzate con 
lunghezze di incollaggio superiori, in modo da raggiungere gli 
scorrimenti più elevati prima della crisi del provino. 

Considerando il valore medio dell’energia di frattura 
dell’interfaccia (ad esempio quello relativo al legame (a), pari 
a 273 J/m2), è infine possibile determinare, sempre con 
riferimento allo schema di Figura 18, la massima dilatazione 
raggiungibile nel rinforzo, relativamente alla disposizione a 
singolo o doppio strato: 
 
 

48.9
tE

G4
AE

P

ff

f

ff

st1
max,dbst1

max,db ===e ‰

70.6
tE

G4

2

1
AE

P

ff

f

ff
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max,dbst2

max,db ===e ‰ 

(4) 

 
Questi valori sono inferiori a quelli stimati per le prove di 
flessione sulle travi (Tab. 4). Questa differenza, che è 
sistematicamente osservata anche per i rinforzi di FRP, è 
dovuta alla differente geometria dei due casi, alla 
localizzazione delle fessure nelle travi ed alla diversa 
distribuzione delle sollecitazioni. Le istruzioni [1] 
suggeriscono, come metodo semplificato, di determinare la 
dilatazione di distacco del rinforzo (delaminazione, 
debonding) relativa a elementi strutturali tipo trave, 
moltiplicando quella che si ottiene dalla (4) per un coefficiente 
kcr che è stato stimato sperimentalmente ed il cui valore medio 
è pari a 4.289. 
Confrontando i valori dati dalla (4) con le dilatazioni massime 
stimate nel caso di rinforzo delle travi (si considerano solo i 
risultati delle travi che hanno raggiunto la crisi per sfilamento 
delle fibre, coerentemente con il tipo di crisi osservato nelle 
prove di trazione), si ottengono i valori di kcr di Tabella 7. 
 

efmax edb,max Provino 
(trave) 

Strati di 
rinforzo ‰ ‰ max,dbmaxfcrk ee=  

AC1 2 17.82 6.70 2.66 
CC1 2 16.12 6.70 2.41 
DC 1 21.31 9.48 2.25 

Tabella 7. - Stima del coefficiente kcr. 
 

Si rimarca che, siccome lo sfilamento coinvolge le fibre e 
la matrice cementizia, i risultati presentati (comunque parziali 
in quanto relativi a soli tre provini) sono da considerarsi 
unicamente relativi alle fibre ed alla matrice considerati nella 
sperimentazione e non possono certamente (se non a livello 
qualitativo) estendersi agli FRCM in generale. 
 
5. CONCLUSIONI 
 

Le prove di flessione di travi rinforzate con PBO-FRCM 
consentono di concludere quanto segue. 
- Il rinforzo di PBO-FRCM si è rivelato efficace per 

l’incremento di portanza flessionale di travi di 
calcestruzzo armato. 

- Relativamente ai provini rinforzati, sono stati osservati 
due meccanismi di collasso legati alla perdita di efficacia 
del rinforzo: il primo corrisponde al distacco improvviso 
dell’intero pacchetto di rinforzo dal supporto di 

calcestruzzo, senza apprezzabili sfilamenti delle fibre 
nella matrice cementizia; il secondo corrisponde al 
graduale sfilamento (con conseguente graduale perdita di 
efficacia) delle fibre nella matrice cementizia, senza che 
questa si distacchi apprezzabilmente dal calcestruzzo. 

- Sono necessarie altre prove sperimentali, per definire la 
corretta gerarchia delle resistenze di interfaccia di cui al 
punto precedente. 

Le prove di aderenza, consentono le seguenti conclusioni 
parziali. 
- Il tipo di provini testati fornisce risultati utili per la 

valutazione delle prestazioni in termini di aderenza di 
questo tipo di rinforzi, relativamente alla crisi con 
sfilamento delle fibre nella matrice cementizia. 

- Per i provini testati, l’interfaccia fibre/matrice cementizia 
è risultata più debole dell’interfaccia matrice 
cementizia/calcestruzzo. 

- Per i provini considerati, la dilatazione massima 
raggiunta nel rinforzo è stata tra il 5‰ e il 6‰. 

- Le prime valutazioni relative al legame aderenza-
scorrimento evidenziano legami caratterizzati da modesti 
valori di tensione tangenziale, che si mantengono però 
fino a scorrimenti elevati, contrariamente a quanto accade 
per i compositi a matrice polimerica. Questo comporta 
più grandi lunghezze di trasferimento efficaci rispetto al 
caso dei compositi a matrice polimerica, ma non 
necessariamente più piccole forze trasferibili 
all’interfaccia. 

- Sono necessarie ulteriori prove variando il numero di 
strati e le lunghezze di incollaggio, al fine di calibrare un 
affidabile legame locale aderenza-scorrimento. Durante 
l’esecuzione di dette prove, è opportuno misurare, oltre 
agli scorrimenti massimi in mezzeria, anche gli 
scorrimenti in corrispondenza degli estremi liberi del 
rinforzo. 
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SOMMARIO 
La presente memoria propone alcune considerazioni in merito all’influenza delle caratteristiche meccaniche dei materiali sulla 
vulnerabilità sismica di un edificio in cemento armato; l’edificio in oggetto è stato realizzato negli anni ’70 e, per gli aspetti 
tipologici, può ritenersi rappresentativo di un’ampia classe di edifici scolastici costruiti nella stessa epoca seguendo una certa prassi 
esecutiva e progettati con esclusivo riferimento alle azioni gravitazionali. Per la determinazione della vulnerabilità si è applicata una 
metodologia di valutazione delle prestazioni sotto sisma basata su analisi statiche non-lineari. Le analisi sono condotte su modelli a 
non-linearità concentrata tramite i quali è possibile riprodurre sia il comportamento elastico delle membrature in c.a. che le 
caratteristiche di duttilità delle stesse.  

SUMMARY 
The present paper points out some remarks about the role played by the mechanical properties of materials in controlling the seismic 
vulnerability of a RC structure; the building considered as a case-study has been designed and realized in the ‘70s and, for the 
purpose of its typology, can be deemed representative of a wide class of school buildings constructed in Italy in the same period and 
only designed for gravitational loads. Seismic vulnerability assessment has been carried out through Non-Linear Static Analyses 
performed on lumped-plasticity models which can suitable reproduce both the elastic and post-elastic behaviour of structures under 
seismic actions. 
 
 
1. INTRODUZIONE 
 

Il patrimonio edilizio italiano è costituito per la sua gran 
parte da edifici progettati e costruiti in tempi precedenti alla 
classificazione sismica del territorio nazionale ed alla 
promulgazione di normative tecniche che, di conseguenza, 
prescrivessero la necessità di considerare in sede di progetto 
anche l’azione del sisma. Inoltre, pure quelle parti del 
territorio nazionale che sono da più tempo classificate in 
termini di pericolosità sismica hanno spesso subito, nel corso 
degli anni, diverse riclassificazioni alla luce di nuove 
metodologie di valutazione della massima azione sismica 
attesa. Infine, le normative stesse hanno subito un’evoluzione 
notevole sia in termini concettuali che dal punto di vista delle 
immediate conseguenze sui risultati del calcolo, per cui anche 
strutture eventualmente progettate tenendo conto delle 
prescrizioni del tempo in materia di progettazione antisismica, 
non risultano in linea con gli standard di sicurezza imposti 
dalle normative attualmente vigenti. 

Alla luce di tali considerazioni introduttive, dunque, la 
problematica relativa alla valutazione delle prestazioni 
sismiche di strutture esistenti riveste una notevole importanza 
anche per le evidenti ragioni di carattere socio-economico che 

ne scaturiscono; la tematica viene affrontata anche a livello 
normativo come dimostrano le indicazioni portate dai più 
recenti documenti vigenti in campo nazionale (a partire 
dall’O.P.C.M. 3274 del 20 marzo 2003 e ss.mm.ii. [1], [2]) ed 
europeo (Eurocodice 8, [3] e [4]). Inoltre, in ambito 
internazionale sono stati sviluppati specifici codici per la 
valutazione del comportamento di edifici esistenti ([5]) e per il 
loro rinforzo e adeguamento [6]. 

Nella letteratura scientifica vengono proposte diverse 
metodologie per la modellazione della risposta sismica delle 
strutture esistenti. Tali metodologie sono contraddistinte da un 
grado di complessità assai diverso e, comunque, commisurato 
alla natura dei fenomeni che si intende simulare, ai modelli 
che si adottano per valutarne l’effetto sulla risposta strutturale 
ed alla schematizzazione dell’input sismico. Sebbene siano 
presenti strumenti di analisi di strutture in c.a. che utilizzano 
procedure assai raffinate per la modellazione del 
comportamento meccanico dei materiali strutturali e 
consentono di eseguire analisi dinamiche non lineari per una 
simulazione completa della risposta strutturale all’azione del 
sisma (si faccia riferimento ad esempio ai codici di calcolo 
presentati da Kunnath et Al., 1992 [8], Fenves et Al. [7]), la 
complessità delle strutture esistenti, la conoscenza solo 
parziale delle loro caratteristiche geometrico-meccaniche unita 



- 128 - 

alle incertezze sull’input sismico, possono non giustificare in 
molti casi l’impegno computazionale richiesto da analisi di 
questo tipo, orientando la scelta verso metodi di analisi 
caratterizzati da livelli intermedi di complessità i cui vantaggi 
e svantaggi sono stati ben evidenziati in [9]. Di conseguenza la 
verifica di vulnerabilità delle strutture esistenti è spesso 
condotta utilizzando analisi statiche non-lineari che, facendo 
ricorso a modelli abbastanza consolidati per la simulazione del 
comportamento elastico e post-elastico di membrature 
esistenti, consentono di ottenere una simulazione affidabile del 
comportamento strutturale. 

La presente memoria, proprio utilizzando il metodo N2 
[13] che rientra tra le metodologie di analisi di cui si intende 
far uso, propone alcune considerazioni concernenti l’influenza 
delle caratteristiche dei materiali sulla risposta sismica di 
strutture esistenti. In particolare, le analisi vengono svolte su 
un edificio scolastico con struttura in cemento armato 
realizzato negli anni ’70 in assenza di prescrizioni 
antisismiche. La struttura in oggetto rappresenta una delle 
tipologie più ricorrenti nel complesso degli edifici esaminati 
dagli Autori in una serie di memorie dedicate alla valutazione 
del comportamento sismico di edifici esistenti ed alla 
problematica connessa alla scelta di una strategia razionale per 
l’adeguamento sismico ([10], [11] e [12]). 

Sebbene sull’edificio siano state condotte indagini rivolte 
alla determinazione delle proprietà meccaniche dei materiali 
strutturali, lo studio che si propone nel presente articolo ha 
carattere parametrico e si focalizza sul ruolo della resistenza 
dei materiali strutturali (cemento armato e armature 
metalliche) sulla risposta sismica della struttura ed, in 
definitiva, sulla sua maggiore o minore vulnerabilità sismica.  

La variazione parametrica della resistenza dei materiali 
viene condotta nell’ambito dei valori ricorrenti tra le strutture 
edificate nel periodo citato e si propone di riprodurre scenari 
che possono verificarsi come risultati dell’applicazione di 
criteri di progetto implicitamente o esplicitamente prescritti 
dalle normative ovvero di prassi nell’epoca di interesse 
coincidente con gli anni ’60 e ’70. 

Con un tale obiettivo, ad esempio, una prima serie di 
analisi è stata condotta considerando, a parità di armature 
previste nelle travi (e derivanti dalle sollecitazioni che le 
azioni gravitazionali determinano su di esse) una tensione di 
snervamento variabile per le armature dei pilastri; prescrizioni 
normative [16] vigenti all’epoca della costruzione, infatti, 
stabilivano soltanto il quantitativo di armatura da disporre nei 
pilastri in termini di percentuale geometrica rispetto alla 
sezione di calcestruzzo, senza nulla precisare sulla resistenza 
delle barre. 

Allo stesso modo, in una seconda serie di analisi si è fatto 
variare il valore della resistenza del calcestruzzo in modo da 
determinare l’effetto di criteri di progetto eventualmente più 
cautelativi pure attuabili dal progettista per ridurre i tassi di 
lavoro sui pilastri e, quindi, i valori medi dello sforzo normale 
adimensionalizzato nmed.  

Infine, un terzo gruppo di analisi si è concentrato sugli 
effetti dei rapporti di resistenza trave-pilastro al fine di 
osservare come questi condizionano il meccanismo di crisi ed, 
in definitiva, i valori di vulnerabilità sismica della struttura in 
oggetto.  

2. RAPPRESENTAZIONE DEL COMPORTAMENTO 
NON LINEARE DELLE MEMBRATURE 
STRUTTURALI 
 
La verifica sismica delle strutture esistenti e la valutazione 
della loro vulnerabilità può essere condotta per mezzo di una 
metodologia multi-livello assumendo come Stati Limite 
(ovvero Obiettivi di Performance, nell’accezione che si dà a 
questa espressione nell’ambito del Performance-Based 
Design) quelli previsti dall’Eurocodice 8 e dalla Normativa 
Italiana. Si assumono, dunque, i seguenti Stati Limite: 
-  Stato Limite di Danno Limitato (DL); 
-  Stato Limite di Danno Severo (DS); 
-  Stato Limite di Collasso Incipiente (CO). 

La generica struttura raggiunge uno degli Stati Limite 
definiti, quando il primo elemento strutturale raggiunge il 
corrispondente livello di impegno; in particolare, se la 
struttura viene analizzata con un modello a non-linearità 
concentrata, la capacità del singolo elemento può essere 
descritta in termini di rotazioni della corda, ovvero della 
congiungente il nodo con il punto sull’asta posto alla distanza 
pari alla lunghezza di taglio LV. 

Le espressioni per definire i valori di base della capacità 
rotazionale delle membrature strutturali sono di seguito 
riportate: 

- Rotazione al limite di snervamento qy: 
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nella quale si assume il seguente significato per i simboli: 

f y curvatura al limite di snervamento dell’armatura; 
LV  lunghezza di taglio assunta per l’elemento; 
h  altezza della sezione trasversale; 
fc, fy  resistenza a compressione del calcestruzzo e a 

snervamento dell’acciaio, rispettivamente; 
db diametro (medio) delle barre longitudinali. 
A tale capacità rotazionale della membratura nell’ottica 

prestazionale è associato lo Stato Limite di Danno Limitato: 
     

yDL q=q  (2) 
 

- Rotazione al limite ultimo qu: 
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dove f u è la curvature ultima valutata in corrispondenza del 
raggiungimento della deformazioni assiale ultimo ecu del 
calcestruzzo e dell’acciaio, mentre la lunghezza della cerniera 
plastica Lpl può essere valutata come: 
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Alla capacità di rotazione in condizioni ultime, la 

normativa associa lo Stato Limite di Collasso Incipiente: 
 

uNC q=q  (5) 
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Allo Stato Limite di Danno Severo, invece, è associato un 
valore della capacità rotazionale della membratura pari a: 

 

uDS 4
3

q×=q  (6) 

 
Ai valori di rotazione definiti dalle formule (1) e (3) 

devono essere associati il momento al limite di snervamento 
My ed il momento ultimo Mu, rispettivamente, che 
caratterizzano la sezione della membratura considerata 
(Figura 1). In questo modo è possibile definire una curva 
Momento-Rotazione bilineare per la cerniera plastica definita 
sul generico elemento strutturale. I valori di tali momenti e 
rotazioni dipendono in generale anche dallo sforzo normale N 
cui è sottoposta la membratura strutturale; tramite le relazioni 
(2), (5) e (6) la curva influenza anche il valore delle rotazioni 
in corrispondenza dei vari stati limite di interesse per la 
verifica della struttura. 
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Figura 1. Caratterizzazione della cerniera plastica: la Relazione 

Momento-Rotazione 
 
3. I PARAMETRI INDICATORI DELLA 
PRESTAZIONE SISMICA STRUTTURALE 

 
La costruzione della Curva di Capacità ottenuta tramite 

un’analisi statica non-lineare condotta sul modello a plasticità 
concentrata con cerniere plastiche descritte dalle relazioni 
riportate nel paragrafo precedente, rappresenta il punto di 
partenza per la determinazione dello spostamento richiesto 
sulla struttura da un sisma di assegnate caratteristiche (ovvero 
descritto da un opportuno Spettro di Risposta Elastico di 
Progetto).  

Il Metodo N2 [13] può essere utilizzato per la 
determinazione dello spostamento richiesto sulla struttura 
Dd,SL in corrispondenza del sisma previsto per lo stato limite 
SL considerato. 

La verifica di vulnerabilità sismica si sostanzia nel 
confronto di tale valore con il corrispondente valore della 
capacità di spostamento Dc,SL che caratterizza la struttura allo 
stesso stato limite (Figura 2). 

Se risulta: 
 

SL            SL,cSL,d "D£D  (7) 
 
allora la verifica sismica della struttura esistente in oggetto 
può ritenersi soddisfatta. Nel caso generale questa eventualità 
non si verifica e risulta utile definire alcuni parametri che 

esprimano il grado di inadeguatezza della struttura e diano una 
idea preliminare del tipo di deficienza che ne pregiudica la 
prestazione sotto sisma. 

 

 
Figura 2. Rappresentazione grafica per la determinazione della 
Domanda in termini di spostamento 

 
Un primo possibile Parametro di Vulnerabilità VDSP, volto 

ad esprimere la “distanza” della struttura rispetto alla 
condizione di soddisfacimento della verifica di vulnerabilità 
sismica, può essere definito come rapporto tra domanda e 
capacità in termini di spostamento per il generico stato limite 
SL: 

LS,c

LS,d
LS,DSPV

D

D
=  (8) 

 
ed estraendone il valore massimo: 

 

{ }LS,DSP
LS

DSP VmaxV =  . (9) 

 
È chiaro che la struttura è tanto più lontana dalla 

condizione di soddisfacimento della verifica quanto più il 
parametro VDSP risulta maggiore dell’unità. 

Si osserva che tale parametro qui definito in termini di 
spostamento risulta analogo al parametro a definito dalla 
normativa nazionale [14] nel documento in cui essa quantifica 
il costo dell’intervento di adeguamento sismico di una 
struttura e la percentuale di tale costo finanziabile dallo stato 
in ragione del livello di inadeguatezza della struttura in 
oggetto. In particolare, il citato documento normativo 
introduce i due parametri au ed ae: 
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indicatore del rischio di collasso: 
 

%50

DL
e PGA

PGA
=a  (11) 

 
indicatore del rischio di inagibilità dell’opera. 

È possibile dimostrare che il parametro a è pari al 
reciproco del parametro di vulnerabilità VDSP con riferimento 
ad un fissato stato limite nel caso di strutture il cui periodo 
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fondamentale di vibrazione ricade nel ramo a pseudo-velocità 
costante dello Spettro Elastico.  

L’adozione di un parametro di vulnerabilità definito in 
termini di spostamento risulta coerente con l’esigenza di 
definire metodologie di intervento per l’adeguamento di 
strutture per le quali l’incremento di capacità richiesto è 
direttamente collegato al parametro di vulnerabilità in termini 
di spostamento VDSP. Sempre nel caso in cui la struttura non 
sia verificata sismicamente o, in altre parole, non sia 
soddisfatta la (7), ha senso definire un ulteriore parametro dal 
quale possa derivare una “misura” dell’estensione del 
danneggiamento indotto dal terremoto previsto per il generico 
stato limite SL, ovvero il numero di elementi che hanno 
superato la soglia di forza o spostamento in corrispondenza di 
uno spostamento Dd,SL imposto alla struttura. 

Poiché la modellazione strutturale, come accennato in 
precedenza, viene condotta secondo un approccio a non-
linearità concentrata, è possibile definire con nSL il numero di 
cerniere plastiche che in tali condizioni, hanno superato il 
valore della rotazione qSL. Se ntot è il numero di cerniere 
plastiche considerate sul modello può essere definito il 
seguente parametro di danneggiamento normalizzato: 

 

tot

SL
SL n

n
=h  (12) 

 
In linea di principio, il parametro può variare tra 0 ed 1, a 

seconda che il danneggiamento (ovvero le membrature non 
verificate) riguardi solo poche sezioni o sia esteso a varie parti 
della struttura. Il valore di questo parametro (che in realtà 
dovrebbe tener conto nel calcolo di nSL dei risultati di analisi 
condotte con azioni di segno alterno e distribuzione variabile 
secondo le prescrizioni di normativa) può orientare la scelta 
dell’intervento di adeguamento sismico della struttura: nei 
casi in cui h risulti vicino allo zero, un numero limitato 
interventi localizzati di rinforzo delle membrature non 
verificate può essere risolutivo, mentre nel caso di h più 
vicino all’unità è opportuno ricorrere ad intervento di tipo 
globale che riguardino l’inserimento di sottostrutture di 
controvento (pareti in c.a. o elementi reticolari in acciaio). 

 
4. APPLICAZIONI 

 
Le metodologie di analisi presentate nei paragrafi 

precedenti vengono applicate nel seguito ad un edificio 
scolastico sito nel Comune di Avellino il quale è stato 
concepito e realizzato negli anni ’70; le analisi saranno 
condotte modellando il comportamento non lineare e 
valutando il grado vulnerabilità sismica secondo gli aspetti 
teorici relativi all’analisi sismica di strutture esistenti descritta 
nei punti precedenti. Al fine di accertare l’idoneità statica e 
sismica è stata svolta, preliminarmente, un’estesa campagna di 
indagini conoscitive (rilievi e prove in situ), che ha consentito 
di ottenere un livello di conoscenza sufficientemente accurato. 

 
4.1 Caratteristiche geometriche e strutturali 

La struttura in questione (Figura 3) ricade, secondo la 
riclassificazione sismica [1] in zona 2 (ag = 0.25), su un suolo 
di fondazione di categoria B, con dimensioni in pianta 16 x 29 
m ed in altezza 13.95 m. 

La tipologia strutturale è tipica del periodo di costruzione, 
ovvero è costituita da un’ossatura portante (travi e pilastri) 
con telai disposti prevalentemente in direzione ortogonale 
all’orditura dei solai. L’edificio è composto da tre impalcati, i 
solai sono del tipo latero-cementizio completamente gettati in 
opera; il collegamento tra i vari livelli avviene per mezzo di 
una scala a soletta rampante. La copertura è a falde, mentre le 
fondazioni sono di tipo diretto. 

 

 
Figura 3. Carpenteria Piano Tipo 

 
Dal punto di vista strutturale le sollecitazioni nei solai 

sono state calcolate assumendo lo schema di trave continua. Il 
progetto delle armature e le verifiche di resistenza delle 
sezioni sono state effettuate per le sollecitazioni di flessione e 
taglio secondo il metodo delle tensioni ammissibili. 

I carichi sulle travi sono valutati considerando la 
continuità dei solai; le sollecitazioni sono calcolate risolvendo 
lo schema di trave continua su appoggi fissi; il progetto delle 
armature e le verifiche di resistenza delle sezioni sono 
effettuate per le sollecitazioni di flessione e taglio secondo il 
metodo delle tensioni ammissibili. Le armature a taglio delle 
travi sono caratterizzate sovente dall’uso dei ferri sagomati, 
che integrano le staffe nella zona di estremità e giustificano 
l’adozione di diametri piccoli (f 8 mm) per queste ultime. 

Le sezioni dei pilastri sono state progettate a sforzo 
normale centrato (desunto dallo scarico delle travi o col 
criterio delle aree di influenza) con riferimento alla tensione 
ammissibile ridotta (pari al 70% della tensione ammissibile 
per pressoflessione, s’ c = 5.0 MPa). Le armature dei pilastri 
sono dimensionate sulla base del seguente minimo 
regolamentare: armatura longitudinale di sezione non minore 
dello 0.6% e non maggiore del 5% della sezione di 
conglomerato strettamente necessaria per carico assiale (0.8% 
Ac*), in base alla tensione ammissibile adottata, e non minore 
dello 0.3% della sezione effettiva. La progettazione dei 
pilastri non tiene in genere conto, dei momenti flettenti 
prodotti dai carichi verticali il cui effetto può essere 
significativo, essenzialmente nei pilastri di estremità in 
presenza di campate terminali di luce notevole e nei piani più 
alti. 

Dall’analisi dei carichi, svolta in fase di progettazione 
simulata, risultano i seguenti valori dei carichi: 

- solaio di copertura: g+p=4.24+1.50=5.74 kN/m2; 
- solaio di sottotetto: g+p=3.16+1.00=4.16 kN/m2; 
- solaio di piano: g+p=6.00+3.50=9.50 kN/m2; 
- tompagnatura: g=2.40 kN/m2; 
- tramezzi: g=1.20 kN/m2; 
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A valle di questa fase preliminare conoscitiva, è stato 
realizzato il modello strutturale tridimensionale con il 
programma agli elementi finiti Sap2000 [17]. 

 
4.2 Caratteristiche meccaniche dei materiali in situ 

La campagna di prove condotta sulla struttura si è 
articolata nel seguente modo: 
- prelievo di n.6 campioni di calcestruzzo (3 carote f 100 

da pilastri; 2 carote f 100 da travi e 1 catota f 50 dalla 
soletta) e relative prove di rottura a compressione; 

- prove ultrasoniche sul calcestruzzo; 
- rilievi pacometrici, per il rilievo delle armature in situ, ad 

integrazione delle armature in situ; 
- prelievo di n.2 barre di armatura (1 barra longitudinale da 

un pilastro; 1 staffa da una trave) e relative prove di 
trazione. 

I risultati ottenuti integrano le informazioni desunte 
dall’esame degli elaborati grafici e delle relazioni di calcolo 
del progetto esecutivo dell’epoca di costruzione. 

Le proprietà meccaniche del calcestruzzo e dell’acciaio 
risultano: 

Calcestruzzo: 
- resistenza cubica media a compressione: Rc,med = 23.7 

MPa; 
- Resistenza caratteristica cubica a compressione: Rc,k = 

17.7 MPa; 
- Modulo elastico del cls: Ec = 27629 MPa; 
- Deformazione corrispondente alla massima tensione: 

ec0 = 0.0020; 
- Deformazione ultima: ecu = 0.0035. 
Acciaio: 

- Resistenza allo snervamento media: fsy,med = 478 MPa; 
- Resistenza ultima media: fsu,med = 766 MPa; 
-  

- Rapporto fsu / fsy = 1.60; 
- Modulo elastico dell’acciaio: Es = 210000 MPa; 
- Deformazione ultima eu = 0.05. 

Tali risultati si riferiscono alle prove effettuate sul singolo 
corpo di fabbrica in questione e non alla media dei risultati 
ottenuti su tutti i corpi del complesso scolastico (operazione 
comunque lecita, dal momento che il complesso è stato 
realizzato in un unico periodo). 

Le caratteristiche dei materiali, desunte dagli elaborati del 
progetto originale sono: 

- Calcestruzzo: Rck �  20 MPa; 
- Acciaio FeB 32k. 

Come si può osservare, sono stati rilevati valori di 
tensione di snervamento dell’acciaio negli elementi strutturali 
maggiori rispetto a quelli dichiarati nella relazione di calcolo, 
tale tendenza è stata confermata per l’intero complesso 
scolastico in questione. 
 
4.3 Sovra/sotto-resistenza della tensione di snervamento 

dell’acciaio nei pilastri 
Una prima serie di analisi considera la variazione 

crescente della tensione di snervamento dell’acciaio dei 
pilastri, mantenendo costante la resistenza delle armature delle 
travi e la resistenza caratteristica del calcestruzzo per travi e 
pilastri. Tale possibile variazione deriva dal criterio di 
progettazione delle armature dei pilastri come percentuale 
geometrica dell’area di calcestruzzo. 

Per la resistenza allo snervamento si sono assunti i valori 
tipici dei più comuni acciai da getto variabili tra 220 e 400 
MPa (Figura 4). 
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Figura 4. Curve di Capacità direzione X [Rc,med =23.7 MPa  -fsy, travi 

=320 MPa] 
 

 
Curve di capacità al variare de lla tensione di snervamento fsy ne i pilastri (dir. Y)
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Figura 5. Curve di Capacità direzione Y [Rc,med =23.7 MPa  - fsy, travi 

=320 MPa] 
 
Dall’analisi di Figura 4 e Figura 5, si può osservare che, 

tendenzialmente, ad un aumento della qualità dell’acciaio nei 
pilastri corrisponde un aumento della capacità della struttura 
in termini di resistenza, mentre in termini di capacità di 
spostamento, il miglioramento è modesto e si osserva 
soprattutto per lo stato limite di DL; tutto ciò vale sia per la 
direzione X che per la direzione Y. Tale comportamento è da 
ascrivere al fatto che, localmente, per la singola membratura, 
l’incremento della resistenza dell’acciaio implica un 
incremento in termini di momento più sensibile 
dell’incremento in termini di rotazioni, sia al limite elastico 
che in condizioni ultime. 

Quanto osservato viene confermato dai risultati ottenuti in 
termini di vulnerabilità (Figura 6 e Figura 7), dove la 
variazione di resistenza degli acciai dei pilastri comporta un 
netto miglioramento soltanto per lo Stato Limite di Danno 
Limitato (DL), per il quale, nel passaggio da un acciaio fy = 
220 MPa ad uno con resistenza pari a fy = 400 MPa, si passa 
da una situazione di non verifica ad una condizione favorevole 
di verifica. 
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Figura 6. Parametro di vulnerabilità in termini di spostamento [dir X] 

 
Figura 7. Parametro di vulnerabilità in termini di spostamento [dir Y] 

 
Assai meno significativa si rivela la tendenza alla 

diminuzione del parametro di vulnerabilità considerato con 
riferimento ai due Stati Limite DS e CO. Per quanto riguarda 
lo stato deformativo della struttura allo stato limite DS si 
osserva che, incrementando la resistenza dell’acciaio nei 
pilastri, si ottiene una riduzione delle plasticizzazioni dei 
pilastri in corrispondenza del 2° e 3° livello e una più estesa 
formazione di cerniere plastiche nelle travi, con un lieve 
incremento della capacità di spostamento globale. 

 
Figura 8. Configurazione deformata SL:DS - Dtop/H = 0.0027  
[f sy = 220 MPa] 

 
Figura 9. Configurazione deformata SL:DS - Dtop/H = 0.0033  
[f sy = 400 MPa] 

4.4 Sovra/sotto-resistenza del calcestruzzo per travi e 
pilastri 

La seconda serie di analisi considera per le travi e per i 
pilastri valori di resistenza caratteristica del calcestruzzo pari 
a: 15, 20, 25, 30 MPa (mantenendo invariata la tensione di 
snervamento dell’acciaio nelle travi e nei pilastri).  

Dall’analisi della curva di capacità (Figura 10) (dir. X), si 
osserva che all’aumentare della resistenza caratteristica del 
calcestruzzo si ha un miglioramento della capacità della 
struttura, sia in termini di resistenza che in termini di capacità 
di spostamento; questo comportamento riguarda soprattutto gli 
stati limite di DS e CO. Il margine di miglioramento risulta 
più sensibile per calcestruzzi con resistenza caratteristica 
medio-alta (25 – 30 MPa), riscontrando, infatti, un incremento 
della capacità dell’8% circa, passando da un Rck 20 MPa a 25 
MPa e del 15% circa, passando da un Rck 25MPa a 30 MPa.  
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Figura 10. Curve di Capacità direzione X  [ fsy, travi =320 MPa] 
 

Curve di capacità al variare  de lla resistenza de l calcestruzzo Rck (dir. Y)
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Figura 11. Curve di Capacità direzione Y  [ fsy, travi =320 MPa] 

 
Per quanto riguarda la direzione Y (Figura 11) si osserva 

lo stesso un miglioramento della resistenza e della capacità di 
spostamento per gli stati limite DS e CO mentre per quel che 
riguarda lo stato limite DL si riscontra un aumento meno che 
proporzionale della resistenza e una lieve diminuzione della 
capacità in termini di spostamento. 

In termini di vulnerabilità (Figura 12 e Figura 13), mentre 
si osserva che per lo Stato Limite di Danno Limitato DL non 
ci sono significative variazioni, in corrispondenza degli Stati 
Limite DS e CO si denota un netto miglioramento della 
vulnerabilità all’aumentare delle qualità del calcestruzzo 
spiegabile con la diminuzione, all’aumentare della resistenza 
del calcestruzzo, dei valori dello sforzo normale 
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adimensionalizzato e ad un posizionamento meno penalizzante 
dell’asse neutro allo SLU. Di conseguenza, migliorando la 
resistenza caratteristica del calcestruzzo, si ha un aumento del 
valore della rotazione ultima ed un più prematuro 
raggiungimento della condizione di snervamento nelle 
membrature più sollecitate. Ciò spiega la tendenza che, 
all’aumentare della qualità del calcestruzzo, nella struttura 
peggiora leggermente la vulnerabilità allo stato limite di danno 
(DL). 

 

 
Figura 12. Parametro di vulnerabilità in termini di spostamento [dir 
X] 
 

 
Figura 13. Parametro di vulnerabilità in termini di spostamento [dir 
X] 

 
4.5 Sovra/sotto-resistenza della tensione di snervamento 

per travi e pilastri 
L’ultima serie di analisi viene condotta mantenendo 

costante la resistenza caratteristica del calcestruzzo e facendo 
variare in un opportuno intervallo di valori la tensione al 
limite di snervamento dell’acciaio in travi e pilastri in modo 
da ottenere effetti di sovraresistenza e/o sottoresistenza negli 
stessi elementi. 

Dall’analisi degli istogrammi di Figura 14 e Figura 15 si 
osserva come una sovraresistenza nelle travi produca una 
riduzione della vulnerabilità della struttura sia in direzione X 
che in direzione Y, più pronunciato di quanto si rilevi quando 
la sovraresistenza interessa i pilastri; nel caso in specie, infatti, 
le travi portanti risultano già molto sollecitate per effetto delle 
azioni gravitazionali e, dunque, beneficiano notevolmente di 
una sovraresistenza dell’acciaio. 

Come già accennato in precedenza, per la struttura in 
oggetto l’accertamento delle caratteristiche dei materiali ha 
evidenziato la presenza di un acciaio dotato di tensione al 
limite di snervamento maggiore di quella indicata nel progetto 
(fsy = 400 - 500 MPa invece di 320 MPa, come previsto dal 
progetto originario ed a parità di sezione). Tale evenienza, 
dunque, può comportare una significativa riduzione della 
vulnerabilità sismica, soprattutto per lo stato limite di DL. Ciò 
evidenzia, inoltre, la fondamentale importanza della 
esecuzione di un esteso programma di prove ed indagini per 
l’accertamento delle caratteristiche dei materiali, che può 
influenzare in modo sensibile il giudizio complessivo sulla 
idoneità statica e sismica della struttura. 

 

 
Figura 14. Parametro di vulnerabilità in termini di spostamento 
[dirX] 
  

 
Figura 15. Parametro di vulnerabilità in termini di spostamento 
[dirY] 

 
5. CONCLUSIONI 

 
La metodologia di valutazione delle prestazioni sotto 

sisma basata su analisi statiche non lineari, nell’ambito di un 
metodo di verifica multilivello rappresenta uno dei possibili 
modi per misurare, attraverso un parametro di vulnerabilità, 
l’inadeguatezza di una struttura a sopportare un evento 
sismico. Sulla base di tali parametri è dunque possibile 
definire una “scala di priorità per eventuali interventi di 
adeguamento sismico”. 

Nella memoria sono riportati i risultati di una serie di 
analisi parametriche volte a metter in luce ed a descrivere 
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l’influenza delle caratteristiche dei materiali sulla risposta 
sismica delle strutture esistenti. 

In merito alle variazioni della tensione di snervamento 
dell’acciaio, si nota che, mentre per valori crescenti della 
tensione di snervamento fy si osserva un miglioramento 
sostanziale del comportamento sismico della struttura allo 
stato limite DL (miglioramento, comunque, meno che 
proporzionale rispetto all’aumento di resistenza dell’acciaio), 
non si hanno analoghi effetti sugli altri due stati limite 
considerati per la struttura. 

Le più estese plasticizzazioni delle travi e la riduzione 
della quantità di cerniere plastiche nei pilastri determinano un 
comportamento strutturale più favorevole che tende ad 
allontanarsi, passando da fy = 220 MPa ad fy = 400 MPa nei 
pilastri, dalla formazione di meccanismi di piano 

In merito all’influenza della resistenza caratteristica del 
calcestruzzo fck negli elementi trave e pilastro, si osserva un 
certo miglioramento (sempre meno che proporzionale) del 
comportamento strutturale al crescere della qualità del 
calcestruzzo utilizzato, soltanto per gli stati limite DS e CO; 
ciò dipende da una diversa e più favorevole distribuzione delle 
cerniere plastiche nelle travi e nei pilastri, dovuta al 
miglioramento della capacità deformativa locale (diagrammi 
momento-rotazione), soprattutto per gli elementi 
maggiormente compressi (pilastri). 

Infine, con riferimento all’influenza della sottoresistenza-
sovraresistenza delle travi e dei pilastri, si osserva che, come 
era ragionevole attendersi, una sottoresistenza negli elementi 
strutturali porta ad incrementi significativi della vulnerabilità, 
mentre una sovraresistenza determina una riduzione della 
vulnerabilità dell’edificio; tuttavia, un risultato significativo 
delle analisi condotte consiste nell’aver messo in luce il fatto 
che soltanto allo Stato Limite DL tali aumenti o diminuzioni 
risultano dello stesso ordine di grandezza delle 
sottoresistenze/sovraresistenze considerate, mentre per gli altri 
due Stati Limite l’influenza della resistenza dell’acciaio è 
assai meno pronunciata. Nel caso considerato la 
sovraresistenza delle sole travi conferisce alla struttura una 
maggiore capacità e una minore vulnerabilità rispetto al caso 
di sovraresistenza dei soli pilastri. Ciò può dipendere dal fatto 
che le travi portanti principali sono già notevolmente 
sollecitate dai carichi verticali, per cui la sovraresistenza 
ritarda lo snervamento delle armature e quindi l’innesco delle 
plasticizzazioni, con conseguente riduzione della richiesta di 
rotazione plastica. 
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SOMMARIO 
Nel presente lavoro viene dapprima presentato un modello teorico per la simulazione del comportamento di travi in c.a. rinforzate in 
FRP. Il modello viene, dunque, implementato nell’ambito di una procedura di calcolo agli elementi finiti validata con riferimento ad 
un’ampia raccolta di dati sperimentali. La procedura di calcolo viene impiegata in un’ampia analisi parametrica rivolta ad evidenziare 
il ruolo dei vari parametri nel condizionare il verificarsi della crisi prematura per delaminazione intermedia; il lavoro si conclude con 
la proposta di una formula semplificata che, tenendo conto di un numero più ampio di parametri rispetto alle formula normative, 
risulta piuttosto accurata nel riprodurre i risultati della procedura numerica. 
 
SUMMARY 
In the present paper a theoretical model for simulating the overall behaviour of RC beams externally strengthened in bending through 
FRP. The model is then implemented within the framework of a numerical procedure taking account of some non-linear phenomena 
playing a relevant role in controlling debonding failure. The numerical procedure has been utilized in a wide parametric analysis 
aimed to point out the various parameters affecting debonding failure. Finally, the paper propose a simplified formula for estimating 
the maximum value of axial strain at debonding, whose particular feature consists in involving a broader number of mechanical 
parameters than the usual code provisions, resulting in more accurate results. 
 
 
1. INTRODUZIONE 
 

Uno dei modi più efficaci e via via più diffusi per 
incrementare la resistenza di membrature inflesse in c.a. 
consiste nel ricorso a composite fibrorinforzati (FRP) incollati 
esternamente all’intradosso delle membrature stesse. Questo 
tipo di rinforzo può rendersi necessario sia per la riduzione 
della sezione di armatura eventualmente dovuta a fenomeni di 
corrosione sia per effetto di eventuali aumenti delle azioni 
derivanti da cambiamenti nella destinazione d’uso della 
costruzione. Tuttavia, la possibile crisi prematura dovuta alla 
perdita di aderenza tra FRP e sottofondo in calcestruzzo 
rappresenta uno dei fenomeni che possono minare l’efficacia 
di questo tipo di rinforzo. Fenomeni di perdita di aderenza 
possono verificarsi sia nell’intorno della sezione di 
interruzione del rinforzo (delaminazione terminale o end-
debonding) ovvero in una delle sezioni intermedie della trave 
(delaminazione intermedia o intermediate debonding).  

Molte ricerche sono state condotte negli ultimi anni per 
comprendere il comportamento di travi in c.a. esternamente 
rinforzate con FRP; in quest’ambito, uno degli aspetti di 
maggiore importanza è la caratterizzazione dell’interfaccia 
FRP-calcestruzzo. Diversi contributi sull’argomento sono stati 
riportati e confrontati in [1]. Roberts [4] ha proposto un 

modello semplificato per valutare le tensioni d’interfaccia 
nelle travi rinforzate a flessione tramite FRP o acciaio 
assumendo per l’interfaccia un comportamento elastico-lineare 
e valutando di conseguenza sia le tensioni tangenziali che 
quelle normali. 

A simili relazioni per la valutazione delle tensioni di 
interfaccia, sempre ottenute sotto ipotesi semplificate si è 
pervenuti in [5] verificando l’accuratezza dei risultati tramite 
confronto sia con risultati sperimentali che con analisi 
numeriche eseguite con modelli assai accurati. 

I lavori menzionati sopra considerano generalmente 
un’interfaccia adesiva a comportamento elastico lineare, come 
si può ammettere in condizioni di esercizio. Tuttavia, la crisi 
prematura per delaminazione può essere riprodotta 
teoricamente soltanto considerando una opportuna legge non-
lineare tra tensioni d’interfaccia e scorrimenti corrispondenti. 
A tal fine, Holzenkaempfer [6] ha proposto una relazione 
bilineare tra tensioni tangenziali d’interfaccia e scorrimenti; a 
partire da tale modello, Taljsten [7] ha determinato 
l’espressione della capacità portante ultima di giunti FRP-
calcestruzzo. Ulteriori studi sono stati dedicati alla 
delaminazione sia terminale che intermedia e varie proposte 
sono state avanzate per escluderne il verificarsi; in [8] se ne 
può trovare un’ampia rassegna. Alcune delle conclusioni di 
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tali studi sono state adottate nei seguenti documenti normativi 
messi a punto in varie parti del mondo: 

- fib bulletin 14 (2001) in Europa [9]; 
- ACI 440 (2002) negli Stati Uniti [10]; 
- JSCE Recommendations (2001) in Giappone [11]; 
- CNR DT 200 (2004) in Italia [12]. 
Gli autori hanno formulato e presentato in [1] un modello 

meccanico per simulare il comportamento di travi in c.a. 
rinforzate con FRP riproducendone pure le modalità di crisi 
prematura per perdita di aderenza adottando relazioni non-
lineari per la modellazione del comportamento dei materiali 
strutturali e dell’interfaccia FRP-calcestruzzo. Il modello, le 
cui ipotesi saranno pure brevemente riprese nel presente 
lavoro, è stato valicato con riferimento ai risultati di circa 
trenta tests sperimentali ritrovati nell’ambito della letteratura 
scientifica; i confronti tra i risultati numerici e quelli 
sperimentali hanno mostrato che il modello è capace di 
riprodurre completamente il comportamento delle travi 
rinforzate con FRP. Il valore massimo efd della deformazione 
assiale osservata nel rinforzo in corrispondenza del debonding 
rappresenta uno dei parametri-chiave del comportamento di 
tali travi; tanto più efd risulta minore della deformazione 
ultima efu del rinforzo, tanto più la crisi per delaminazione 
risulta prematura rispetto a quella che sia avrebbe per 
raggiungimento dello SLU per tensioni normali della sezione 
rinforzata. Valutazioni teoriche di efd possono essere condotte 
tramite il modello presentato con l’obiettivo di determinarne il 
valore in funzione dei parametri da cui questo risulta 
influenzato; la conoscenza di efd risulta di grande importanza 
per valutare il momento ultimo della sezione rinforzata che 
deve essere calcolato assumendo che la deformazione ultima 
del rinforzo risulti efd piuttosto che il valore ultimo efu che non 
viene raggiunto per effetto della crisi per perdita di aderenza. 

 
2. IL MODELLO TEORICO 
 

In questa sezione viene brevemente presentato un modello 
analitico per simulare il comportamento di travi in c.a. 
rinforzate con FRP; la formulazione di un elemento finito di 
trave rinforzata che si basa sul suddetto modello viene pure 
descritta nel seguito. 
 
2.1 Formulazione analitica  

Il modello teorico di cui sopra viene formulato a partire 
dalle seguenti tre ipotesi: 

- la trave in c.a. si comporta secondo la teoria di 
Bernoulli, mentre la lamina in FRP ha rigidezza flessionale 
trascurabile rispetto a quella della trave ed è dotata di una 
certa rigidezza assiale; 

- l’interazione tra le due parti si realizza tramite uno 
stato di adesivo a comportamento lineare di spessore 
trascurabile; 

- gli spostamenti in direzione ortogonale all’asse sono 
assunti uguali per la trave e per il rinforzo. 

La parziale interazione tra FRP e calcestruzzo determina 
l’insorgere di scorrimenti d’interfaccia s esprimibili come 
segue:  

 

( ) duuyuyu

uus

cfinf,ccsup,ff

inf,csup,f

×j--=×j+-×j-=

=-=
 (1) 

con i simboli riportati nella Figura 1; in particolare d 
rappresenta la distanza tra I due baricentri di trave e FRP. 
Assumendo FFF cf =-= , si ottiene: 

 
dFEIM c ×+×c=  (2) 

 
dove c  è la curvatura ed cEI  è la rigidezza flessionale della 

trave in c.a. non rinforzata. La forza longitudinale F’ per unità 
di lunghezza, equivalente al flusso delle tensioni tangenziali di 
interfaccia, può essere espressa in funzione del valore locale 
dello scorrimento s in forza dell’ipotesi di linearità 
dell’interfaccia: 

 
sbkskF fa ×=×=¢  (3) 

 
essendo k la costante di rigidezza dell’interfaccia adesiva che 
può essere ottenuta moltiplicando il modulo di scorrimento ka 
(ovvero la pendenza del ramo elastico del legame t -s) per la 
larghezza bf dello strato adesivo. 
 

 
Figura 1. Sezione trasversale di una trave in c.a. rinforzata con FRP 

 
Considerando l’equazione di congruenza (1), l’equazione 

di equilibrio (2) e la relazione che descrive il comportamento 
dell’interfaccia (3), si può derivare la seguente equazione 
differenziale del secondo ordine: 
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©© -a-=ca-c  , (4) 

 
dove fullEI  rappresenta la rigidezza flessionale della sezione 

rinforzata in assenza di scorrimenti relativi la quale può essere 
definite come segue: 
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Il parametro a nell’equazione (6) è definito come segue: 
 

c

full
* EI

EI

EA

k
×=a2  . (6) 

 
Le equazioni riportate sopra si possono pure ottenere 

semplificando l’equazione che si ottiene nell’ambito della ben 
nota teoria di Newmark, ampiamente utilizzata per le travi 
composte acciaio-calcestruzzo [14], e trascurando la rigidezza 
flessionale del rinforzo. 
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2.2 Cenno alla formulazione di un elemento finito in 
campo non-lineare 

Un elemento finito di trave a due nodi può essere 
formulato utilizzando la soluzione esatta dell’equazione (4) 
per costruire la matrice di rigidezza della trave rinforzata con 
FRP, similmente a quanto fatto in [14] con riferimento alle 
travi composte acciaio-calcestruzzo. In particolare, la 
soluzione della (4) in corrispondenza di condizioni al contorno 
che traducano l’applicazione di forze nodali unitarie consente 
di risalire alla matrice di deformabilità D ed al vettore dddd0 degli 
spostamenti nodali dovuti alle azioni esterne. La relazione tra 
gli spostamenti dddd e le forze nodali X si pone come segue: 

 

0�DX� +=  , (7) 
 

e le quattro componenti di X e dddd sono rappresentate in Figura 
2a. 

 
a) trave appoggiata-appoggiata su cui sono definiti X e d; 

  
b) trave libera nel piano su cui sono definiti i coefficienti di rigidezza  

Figura 2. Componenti delle forze e degli spostamenti nodali 
 
La Figura 2b riporta le sei componenti di spostamento cui 

si fa riferimento per la descrizione del problema di flessione in 
travi i cui nodi siano liberi di muoversi nel piano; la matrice di 
rigidezza di rigidezza K  relativa a tale sistema ha dimensioni 
6x6 e può essere ottenuta invertendo la matrice D e 
completando l’inversa con i termini associati ai gradi di liberta 
traslazionali [14]. La relazione che lega il vettore delle forze 
nodali Q, quello delle azioni di incastro perfetto Q0 e quello 
degli spostamenti nodali s (tutti descritti da 6 componenti) può 
essere espresso in funzione della matrice di rigidezza K : 

0QKsQ +=  . (8) 

Il comportamento non lineare dei materiali strutturali può 
essere facilmente introdotto nella procedura di analisi agli 
elementi finiti. In particolare, tre fenomeni a carattere non 
lineare devono essere descritti per simulare il comportamento 
delle travi rinforzate con FRP e riprodurne tutte le modalità di 
rottura.  

Il primo riguarda il comportamento del calcestruzzo; la 
formula razionale proposta da Saenz [16] viene adottata per il 
ramo relativo alla compressione, mentre per la trazione si 
considera un tratto lineare, caratterizzato da rigidezza minore 
di quella iniziale del tratto in compressione, fino al valore 
della resistenza in trazione (Figura 3). 
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Figura 3. Legge costitutiva per il calcestruzzo 
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Figura 4. Relazione elastica-perfettamente plastica per l’acciaio 

delle armature 
 
 
Inoltre, la crisi per delaminazione intermedia è fortemente 

condizionata dallo snervamento delle barre metalliche di 
armatura; la tipica relazione elastico-perfettamente plastica 
adottata nel presente lavoro per modellare il comportamento 
dell’acciaio è rappresentata nella Figura 4. L’incrudimento che 
pure potrebbe essere facilmente modellato, viene trascurato 
nelle analisi poiché si ritiene che l’entità delle deformazioni 
nell’acciaio non sia tale per destarlo. 
Il comportamento del rinforzo in FRP, ed in particolare il 
legame tra tensioni e deformazioni assiali, viene descritto dalla 
semplice relazione lineare riportata in Figura 5. 
Infine, il comportamento dell’interfaccia adesiva tra FRP e 
calcestruzzo può essere descritta tramite la ben nota relazione 
bi-lineare introdotta da Holzenkaempfer [6]; la Figura 6 ne 
rappresenta qualitativamente l’andamento che è caratterizzato 
dalla rigidezza ka=k/bf legata alla costante k introdotta 
nell’equazione (2) e dal valore dell’energia specifica di 
frattura Gf. 
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Figura 5. Legame elasto-fragile per il comportamento assiale del 

rinforzo in FRP 

 
Figura 6. Relazione bi-lineare per l’interfaccia adesiva 

FRP-calcestruzzo 
 
La non-linearità dei materiali viene introdotta nel modello 

di calcolo tramite una discretizzazione a fibre (Figura 7) 
mentre la non-linearità dell’interfaccia viene introdotta 
rilassando con una procedura secante il valore di k sulla base 
dello scorrimento medio che ha luogo lungo l’elemento finito.  

L’analisi può essere generalmente condotta finché una 
delle possibili modalità di crisi viene raggiunta: 
- schiacciamento del calcestruzzo, che si verifica 

convenzionalmente quando il valore massimo della 
deformazione assiale ec raggiunta dal calcestruzzo a 
convergenza dell’i-esimo step di carico vale ecu; 

- rottura dell’acciaio, che si raggiunge (convenzional-
mente) quando la deformazione assiale es arriva al valore 
esu; 

 
Figura 7. Discretizzazione a fibre della sezione trasversale 

 
- rottura a trazione del rinforzo in FRP, determinate dal 

raggiungimento del valore ultimo efu della relativa 
deformazione assiale ef; 

- delaminazione del rinforzo in FRP, che dipende dal fato 
che lo scorrimento massimo d’interfaccia raggiunga il 
valore ultimo su. 

Ulteriori dettaglio relativi all’implementazione della 
procedura secante di convergenza possono essere tratti da [1]. 

Infine, un’ampia ricerca bibliografica ha permesso di 
raccogliere risultati di circa trenta prove sperimentali nelle 
quali sia stata osservata la crisi per delaminazione intermedia, 
che rappresenta la modalità di rottura alla quale è 
principalmente dedicata la seguente ricerca. La Figura 8 
mostra il confronto completo tra i risultati sperimentali (Fexp) e 
le simulazioni numeriche (Fnum) in termini di carico ultimo; 
una sostanziale equivalenza può essere apprezzata per tutti i 
provini i cui parametri geometrici e meccanici variano in un 
ampio campo parametrico. 
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Figura 8. Confronto numerico-sperimentale in termini di massimo carico in condizioni di delaminazione 
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Una discussione più completa del confronto tra i risultati 
sperimentali (anche in termini di massima deformazione al 
debonding efd e valori della freccia in condizioni di incipiente 
collasso) può essere ritrovata in [1] e viene omessa nel 
presente lavoro per motive di sintesi. 

 
 

3. MODELLI SEMPLIFICATI PER LA 
DELAMINAZIONE INTERMEDIA  

 
Il modello numerico formulato e validato all’interno della 

presente memoria può essere utilizzato per evidenziare 
l’influenza dei diversi parametri da cui dipende il verificarsi 
della crisi per delaminazione intermedia. Alcuni di questi 
parametri sono già stati menzionati ed analizzati da altri autori 
[3] ed adottati nei citati codici normativi ([9], [10], [11] e 
[12]). Tali parametri generalmente sono legati all’energia di 
frattura Gf dell’interfaccia adesiva ed alla rigidezza specifica 
Eftf del rinforzo in materiale composito; in particolare, diversi 
autori propongono una limitazione alla deformazione ultima 
del rinforzo in FRP per tener conto che tale deformazione non 
può essere attinta in certi casi prima che non si abbia la crisi 
per delaminazione in uno dei punti dell’interfaccia FRP-
calcestruzzo. Con riferimento alla delaminazione terminale, la 
seguente formula è stata proposta dal recente Documento 
Tecnico proposto dal CNR [12] per definire il valore di 
progetto della deformazione del rinforzo in FRP in condizione 
di delaminazione intermedia: 

 

ff

f

cd,f

cr
d,fd tE

G2k
×

g×g
=e  , (9) 

 
dove kcr è una costante calibrate rispetto a risultati 
sperimentali reperiti nella letteratura scientifica (in particolare, 
kcr=3.0 viene adottato nella versione attuale del documento) 
mentre gf,d e gc sono i due coefficienti parziali di sicurezza 
necessari per passare dai valori caratteristici a quelli di 
progetto per le proprietà meccaniche che riguardano 
l’interfaccia adesiva. Equazioni formalmente simili alla (9) 
sono spesso caratterizzati da un notevole scarto quando 
vengono confrontate con i corrispondenti risultati 
sperimentali; per questa ragione kcr è stato calibrato per essere 
un frattile inferiore della distribuzione di tali coefficienti 
determinati dai risultati sperimentali. La dispersione dei 
risultati sperimentali attorno all’equazione (9) testimonia che 
ci sono altri parametri, oltre ai già citati Gf e Eftf, a giocare un 
ruolo significativo nell’influenzare la crisi per delaminazione 
intermedia. In [2] è stata effettuato un ampio studio su tali 
parametri individuandone un gruppo che consente di trovare 
calibrazioni via via più accurate incrementando il numero di 
parametri coinvolti. In particolare, la condizione di carico 
gioca un ruolo di primaria importanza nella determinazione 
del valore di deformazione assiale efd in condizione di 
delaminazione intermedia. Ciononostante, questo ruolo viene 
trascurato quando si applicano formulazioni calibrate sui dati 
sperimentali, generalmente ottenuti tramite test di flessione su 
tre o quattro punti, al caso di carichi uniformemente distribuiti.  

I seguenti parametri ed i corrispondenti ambiti di 
variazione sono stati considerati nell’analisi parametrica di cui 
si riporteranno nel seguito i risultati più significativi: 

- resistenza a compressione del calcestruzzo fck, da cui 
dipende sia la relazione costitutiva del calcestruzzo che il 
legame di aderenza. Volendo coprire un ambito di interesse 
pratico, il valore di fck viene fatto variare tra 15 e 30 MPa; 

- tensione di snervamento delle armature fsy, che gioca un 
ruolo di primaria importanza sull’insorgere della crisi per 
debonding intermedio; la tensione di snervamento varia tra 
215 e 375 MPa, come spesso si riscontra nelle strutture 
esistenti in c.a.; 

- modulo di Young Ef del rinforzo, che è stato assunto tra i 
valori 140000 e 220000 MPa al fine di ricoprire il campo 
parametrico relativo ai materiali a base di fibre di carbonio; 

- altezza h della sezione della trave, variabile tra 250 e 500 
mm, come generalmente accade per travi e solette in c.a.; 

- sezione del rinforzo in FRP, il cui valore viene assunto in 
ragione della sezione Ac della trave e compreso tra 
0.0005Ac e 0.0015Ac; 

- larghezza bf della lamina in FRP, che varia tra 75 e 125 
mm; 

- sezione As dell’armatura metallica, anch’essa associata alla 
sezione della trave e variabile tra 0.0015 Ac e 0.015 Ac; 

- schema di carico, per quale si assume sia il caso di carico 
uniformemente distribuito che quello con carico concentrato 
applicato ad una distanza LV dall’appoggio variabile tra 
0.3L e 0.5L (in quest’ultimo caso la condizione di carico è 
di flessione su tre punti). 

Circa diecimila casi di travi in c.a. rinforzate con FRP 
sono stati generati all’interno del campo parametrico descritto 
sopra ed analizzati utilizzando la procedura FEM descritta nel 
paragrafo precedente con l’obiettivo di determinare il carico 
che determina la crisi per delaminazione intermedia ed il 
corrispondente valore massimo efd della deformazione assiale 
ef che si sviluppa nel rinforzo in condizioni di delaminazione 
intermedia. La Figura 9 conferma fondamentalmente che la 
crisi per delaminazione intermedia si verifica sempre dopo lo 
snervamento delle armature metalliche; infatti il valore Mdb 
del momento massimo dovuto al carico in corrispondenza del 
quale si ha la delaminazione intermedia è generalmente 
maggiore del momento di snervamento My,sf calcolato in 
ipotesi di linearità dei materiali per la sezione rinforzata. Il 
grafico in Figura 9 riporta in ordinate i risultati delle analisi in 
termini di rapporto Mdb/My,sf per tutti i casi generati ratio, 
mentre sull’asse delle ascisse è riportato il corrispondente 
valore della radice quadrata del rapporto 2Gf/Eftf a cui 
relazioni come la (9) riconducono il valore della deformazione 
efd e, dunque, il verificarsi della delaminazione ed il suo 
carattere prematuro rispetto alla crisi per rottura del rinforzo. 

Dalla Figura 10 emerge il diverso comportamento rispetto 
all’incorrere della crisi per delaminazione intermedia 
osservata nei casi di carichi concentrati; sulle ascisse si riporta 
lo stesso parametro della Figura 9, sicché nel diagramma la 
relazione (9) (riferita ai valori caratteristici) è rappresentata da 
una retta con coefficiente angolare pari a kcr=3.0. In 
particolare, nella Figura 10a si confrontano i risultati delle 
analisi in termini di efd ottenuti nei casi di flessione su quattro 
punti con quelli della equazione (9)nella quale siano stati 
assunti gf,d=gc=1.0 (valori caratteristici di efd); i risultati 
numerici sono piuttosto dispersi nel piano della figura e pure 
distanti dalla retta che rappresenta (9) la quale si rivela, 
comunque, piuttosto vicina alla retta di regressione ottenuta 
tramite una calibrazione ai minimi quadrati. La Figura 10b 
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mostra lo stesso confronto con riferimento al caso della 
flessione su tre punti evidenziando una dispersione ancora 
maggiore. 
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Figura 9. Rapporto Md /My,sf  per tutti i casi analizzati 
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a) flessione su quattro punti; 
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b) flessione su tre punti;  

Figura 10. Verifica dell’affidabilità della formulazione CNR-DT 
200/2004: carichi concentrati 

 
 
La relazione (9) è stata calibrate rispetto ad una serie di 

risultati sperimentali ottenuti generalmente adottando 
condizioni di carico con azioni concentrate (flessione su 
quattro punti più spesso che su tre). Di conseguenza la Figura 
10 mostra che la formula menzionata risulta piuttosto in linea 
rispetto ai valori numerici efd risultando mediamente 
conservativa. Al contrario, la Figura 11 mostra come la stessa 
relazione si riveli assai penalizzante nel caso di condizioni di 

carico distribuite. Questa differenza in termini di efd tra i 
diversi casi di carico è stata pure evidenziata in [2], sebbene 
nell’ambito di un campo parametrico più limitato. 
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Figura 11. Verifica dell’affidabilità della formulazione CNR-DT 

200/2004: carico distribuito 
 
Una relazione che esprime il valore della deformazione 

assiale ed in condizioni di delaminazione intermedia è stata 
calibrata in [2] sulla base dei risultati ottenuti da una più 
ristretta analisi parametrica esprimendo il legame tra efd e otto 
parametrici meccanici il cui significato è pure stato 
commentato nello stesso lavoro. Quell’analisi era limitata ai 
casi di carico distribuito, mentre nel presente lavoro il campo 
parametrico riguarda pure altre condizioni di carico altrettanto 
significative. Inoltre in quel lavoro gli autori hanno eseguito 
soltanto una calibrazione di carattere numerico, mentre nel 
presente lavoro si vuole partire da una considerazione di 
carattere meccanico che deriva, ad esempio, dall’osservazione 
della Figura 9 che evidenzia come il debonding avvenga 
sempre dopo lo snervamento delle armature. Pertanto, 
nell’ipotesi che il valore iniziale della deformazione 
dell’armatura sia nulla, il valore della deformazione assiale del 
rinforzo efd dovrà essere sempre maggiore della deformazione 
esy al limite di snervamento dell’armatura metallica. Di 
conseguenza, anche tenendo conto del fatto che armatura 
metallica e rinforzo esterno sono posti su corde diverse della 
sezione, la seguente formulazione semplificata efd,sim può 
essere assunta per efd: 

 

ye×+
××+×e=e

sy2

1V

ff

f
sysim,fd C1

C

L

L

tE

G2

d
h

 . (10) 

 
Il termine additivo rispetto al valore base dettato dal primo 

addendo, si riconduce al parametro 2Gf/Eftf assunto dalla 
formula normativa ed evidentemente influente come mostrato 
nelle Figura 10 e Figura 11. Anche il rapporto tra la distanza 
LV tra appoggio e punto di applicazione della forza e la luce L 
della trave risulta influente per la determinazione del valore di 
efd; ancora le Figura 10 mostrano che quest’ultimo è 
tendenzialmente più grande nel caso di flessione su tre punti 
(LV/L=0.50). Al caso di carico distribuito, può essere 
convenzionalmente assegnato il valore LV/L=2/3 poiché il 
fenomeno di debonding in quel caso si innesca ed ha luogo ad 
una distanza di circa L/3 dell’appoggio ed in quel punto il 
rapporto tra momento flettente M e taglio T (M/TL=LV/L) è 
circa uguale a 2/3; la Figura 11 peraltro mostra come efd sia 
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tendenzialmente più grande nel caso di carico distribuito 
rispetto a quanto trovato nel caso di carico concentrato.  

Infine, il parametro y  è legato ai rapporti di rigidezza tra il 
rinforzo esterno e l’armatura metallica: 

ss

fff

AE
tbE

=y  , (11) 

 

mentre le costanti C1 e C2 sono parametri il cui valore viene 
determinato tramite una calibrazione rispetto ai risultati 
dell’analisi numerica. 

Come si vede, la relazione (10), oltre a tener conto del 
parametro 2Gf/Eftf, il cui ruolo è stato già ammesso nella (9), 
comprende anche altri parametri la cui importanza è stata 
osservata sia sperimentalmente che numericamente; facendo 
seguito alle considerazioni fatte sui risultati delle analisi, poi, 
importanza notevole viene ascritta al valore esy . 

I coefficienti Ci della (10) possono essere calibrati 
minimizzando il seguente parametro D che misura l’errore 
relative tra i valori numerici della deformazione al debonding 
efd,i e quelli corrispondenti efd,sim,i determinati tramite la 
suddetta relazione semplificata: 
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(12) 

 

La regressione ai minimi quadrati fornisce la seguente 
relazione per efd,sim: 
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ff

f
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La Figura 12 mostra la correlazione tra i risultati forniti 
dalla formula (13) ed i corrispondenti valori numerici. La 
Figura 12 mostra la buona correlazione che è possibile 
raggiungere tra I risultati delle analisi numeriche  la formula 
calibrata. L’accuratezza di questa formula può essere meglio 
apprezzata se si confronta la notevole dispersione che esiste 
nel confronto tra I valori ottenuti dall’analisi parametrica e le 
formula normative proposte nel documento ACI440.R2-02 
[10] e dal CNR-DT200/2004 [12]. La Figura 13 mostra tali 
confronti e riporta pure il valore assunto dal parametro D 
definito dalla (12); per rendere più significativi detti confronti, 
le relazioni normative sono state applicate senza considerare I 
vari coefficienti parziali di sicurezza previsti dalla norma. 
Nonostante la sua semplicità, la relazione proposta dal CNR 
DT-200/2004 porta a stime di efd assai più accurate rispetto 
alla formula prevista da ACI440.R2-02.  

Ulteriori parametri potrebbero essere introdotte all’interno 
della relazione semplificata con l’obiettivo di ridurre il valore 
dell’errore relativo D a prezzo di ottenere relazioni via via più 
complesse delle (9) e (13). Preferendo non ricorrere ad 
ulteriori complicazioni formali della (13), si è deciso piuttosto 
di introdurre un fattore riduttivo che consenta di portare i casi 
in cui la (13) restituisce valori non conservativi (maggiori) di 
quelli ottenuti dall’analisi numerica. procedure. Secondo 
questo approccio è stata calibrata la seguente relazione dalla 
quale può essere deriva il “valore caratteristico” riportato nella 
Figura 12: 
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Figura 12. Confronto tra i risultati della procedura numerica e la 

relazione semplificata 
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b) CNR-DT200/2004 (relazione (9)); 

Figura 13. Confronto tra risultati della procedura numerica e la 
relazione semplificata 
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4. CONCLUSIONI 
 

È stato formulato e validato un modello numerico capace 
di simulare il comportamento di travi in cemento armato 
esternamente rinforzate con FRP.  

L’applicazione di tale modello ha portato a trarre le 
seguenti conclusioni in merito al fenomeno di crisi prematura 
per delaminazione intermedia: 
- un numero di parametri relativamente maggiore di quello 

generalmente riconosciuto dalle formule normative 
giocano un ruolo significativo nel verificarsi di crisi per 
delaminazione intermedia; 

- tra gli altri, lo schema di carico condiziona 
significativamente il verificarsi della crisi per 
delaminazione intermedia; 

- i risultati sperimentali sono generalmente ottenuti da test 
di flessione su quattro punti che generalmente portano a 
valori minori della deformazione ultima al debonding 
rispetto alla condizione di carico uniformemente 
distribuito, cui generalmente possono essere ricondotte le 
travi di pratico interesse; 

- la relazione semplificata proposta nel presente lavoro 
fornisce una valutazione della massima deformazione 
assiale in condizione di delaminazione potendo contare 
su un più ampio numero di parametri rispetto alle formule 
normative. 
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SOMMARIO 
In questo lavoro sono mostrati i risultati di prove condotte su colonne in c.a. confinate con FRP al fine di valutarne la risposta sotto 
azioni orizzontali di tipo monotono e ciclico. Le curve sperimentali, ed in particolare l’inviluppo monotono dei cicli d’isteresi, sono 
state quindi confrontate con i risultati di una modellazione messa a punto utilizzando il programma DRAIN-2DX, ed in particolare 
adoperando il “fiber beam-column member”, in grado di valutare l’effettiva distribuzione della plasticità all’interno dell’elemento. Il 
modello implementato considera anche i contributi alla “fixed end rotation” connessi alla deformabilità tagliante ed allo scorrimento 
delle barre longitudinali in corrispondenza del vincolo. Il confronto numerico-sperimentale ha prodotto risultati soddisfacenti. 
 
SUMMARY 
This paper presents some results of a wide experimental program carried out in order to investigate the experimental behaviour of 
full scale reinforced concrete (r/c) columns confined by FRP, under constant axial load and monotonic or cyclic flexure. In addition, 
the monotonic envelopes of the experimental curves have been compared with the results of an analytical modelling performed by 
using the “distributed inelasticity” beam-column element provided by the “DRAIN-2DX” computer program. The adopted model 
also considers the contributions to the “fixed end rotation” due to both the shear deformation and the slippage of the steel rebars in 
tension. The comparison between experimental curves and numerical simulations was very satisfactory. 
 
 
1. INTRODUZIONE 

In questo lavoro sono presentati alcuni risultati di 
un’ampia campagna sperimentale, tuttora in corso presso 
l’Università di Salerno, che ha come fine lo studio del 
comportamento sismico di pilastri in c.a. confinati con FRP. 

I risultati sperimentali sono qui confrontati con quelli 
ottenuti con una simulazione numerica condotta adoperando il 
programma di calcolo DRAIN-2DX [1]; in particolare, i 
pilastri sono stati modellati adoperando un elemento a 
plasticità diffusa (l’elemento 15 del DRAIN). 

Nel tentativo di simulare al meglio il comportamento post-
fessurativo degli elementi, nella modellazione sono stati 
introdotti i contributi alla rotazione dovuti allo scorrimento 
delle barre longitudinali ed alla deformabilità tagliante. 

Per la stima di tali contributi - come meglio sarà chiarito 
in seguito - sono stati considerati sia il modello empirico 
proposto da Panagiotakos e Fardis [2], che la formulazione - 
derivata da quest’ultimo - riportata nell’Eurocodice 8 [3]. 

L’effetto del confinamento passivo prodotto dal sistema in 
FRP è stato introdotto assumendo per il calcestruzzo confinato 
un legame costitutivo proposto da Faella e Realfonzo [4] e 
recepito dalle recenti Istruzioni del CNR (documento 
DT200/2004) [5]. 

Il modello messo a punto è stato, inoltre, adoperato per la 
simulazione di test eseguiti da altri Autori. 

Il confronto numerico-sperimentale ha consentito di 
valutare l’affidabilità della modellazione analitica effettuata. 

 
2. IL PROGRAMMA SPERIMENTALE 

Il programma sperimentale cui si accennava in precedenza  
è stato oggetto di precedenti articoli (in bibliografia se ne 
ricordano alcuni [6-8]); pertanto, per una descrizione 
dettagliata delle modalità di realizzazione degli elementi, dei 
materiali impiegati, del set-up e delle modalità di esecuzione 
delle prove, si rimanda ai lavori citati. 

Tutti i campioni sono stati progettati e realizzati in modo 
da potere essere rappresentativi di elementi ricorrenti in 
strutture intelaiate esistenti. A tal fine è stato adoperato un 
calcestruzzo con resistenza a compressione ordinaria (fcm pari 
a circa 28 MPa) ed alcuni elementi sono stati armati, come 
spesso avveniva in passato, adoperando barre lisce. In tutti i 
casi le barre longitudinali avevano un diametro di 14 mm, 
mentre l’armatura trasversale era costituta da staffe f 8/20 cm. 

Gli elementi, aventi sezione quadrata e rettangolare, sono 
stati preventivamente confinati mediante una fasciatura 
discontinua realizzata con tessuti unidirezionali in vetro o 
carbonio; per potere valutare i benefici prodotti dal 
confinamento con FRP, sono stati eseguiti alcuni test su 
pilastri in c.a. confinati solo con staffe metalliche. 

Fino ad ora sono state effettuate 16 prove, tutte riguardanti 








































































































































































































































































































































































































































































